
Zastosowanie MES do rozwiązania problemu ustalonego przepływu ciepła w 
obszarze 2D 

ÇR·wnanie konstytutywne opisujŃce spos·b w jaki ciepğo przepğywa w materiale o 

danych wğaŜciwoŜciach, prawo Fouriera 

Wektor strumienia przepğywu ciepğa q i jego skğadowa normalna qn  

Wektor gradientu temperatury 

Macierz konstytutywna (właściwości) materiału 
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obszarze 2D 

ÇModel matematyczny w sformuğowaniu lokalnym: r·wnanie Poissona   

Gdzie Q jest funkcjŃ zadanŃ, opisujŃcŃ iloŜĺ ciepğa dostarczanego lub odbieranego z 

obszaru W, k=const¹D jest wsp·ğczynnikiem przewodnoŜci cieplnej dla materiağu 

jednorodnego i isotropowego.  

RozwiŃzanie r·wnania Poissona wymaga doğŃczenia odpowiednich warunk·w 

brzegowych  
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ÇSkŃd to r·wnanie siň wziňğo? 

Z rozwaŨania r·wnania r·wnowagi (bilansu cieplnego) dla problemu stacjonarnego 

(ustalonego) w dowolnym obszarze (zağ·Ũmy, Ũe nasz obszar jest pğaski i ma 

gruboŜĺ t)  

{ǳƳŀǊȅŎȊƴŀ ƛƭƻǏŏ ŎƛŜǇƱŀ 
dostarczonego/odebranego 
dla obszaru W 

{ǳƳŀǊȅŎȊƴŀ ƛƭƻǏŏ ŎƛŜǇƱŀ 
dostarczonego/odebranego 
na brzegu G 
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Zastosowanie twierdzenia Gaussa o dywergencji do r·wnania bilansu cieplnego  



Zastosowanie MES do rozwiązania problemu ustalonego przepływu ciepła w 
obszarze 2D 

WprowadŦmy do r·wnania prawo fizyczne Fouriera 

R·wnanie bňdzie speğnione jeŜli wyraŨenie pod cağkŃ bňdzie r·wne 0 

JeŜli D = k=const (materiağ jednorodny isotropowy) i t=const, otrzymujemy 

r·wnanie w formie 

/tk 
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Przypomnijmy rozwaŨany problem w sformuğowaniu lokalnym 

gdzie: 
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Procedura rozwiŃzania MES 

Ç Dyskretyzacja obszaru 

ÇSğabe sformuğowanie wariacyjne Bubnowa-Galerkina dla elementu skoŒczonego 

ÇAproksymacja: funkcje ksztağtu 

ÇAgregacja: budowa globalnego ukğadu r·wnaŒ 

ÇRozwiŃzanie ukğadu r·wnaŒ MES z uwzglňdnieniem warunk·w brzegowych 

ÇPowr·t do elementu skoŒczonego 

Ç Dyskretyzacja obszaru Do dyskretyzacji obszaru dwu-
wymiarowego możemy  użyd elementów 
trójkątnych z trzema węzłami i/lub 
elementów czworokątnych z czterema 
węzłami 
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ÇSğabe sformuğowanie wariacyjne Bubnowa-Galerkina dla elementu skoŒczonego 

Zgodnie z procedurŃ metody Bubnowa-Galerkina mnoŨymy rozwaŨane r·wnanie przez 

funkcjň wagowŃ ve i cağkujemy w obszarze elementu  skoŒczonego 
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Uog·lnionym twierdzeniem o cağkowaniu przez czňŜci jest twierdzenie Greena-Gaussa 

​f
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‬ὼ
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Ç Po wykorzystaniu twierdzenia Greena-Gaussa (dla f= ὺ), div(q) =   

otrzymujemy 

Lub w zapisie macierzowym 
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ÇAproksymacja: funkcje ksztağtu 

Przyjmiemy, Ũe obszar elementu skoŒczonego W  bňdzie tr·jkŃtem, dalej Ũe funkcje 

ksztağtu bňdŃ funkcjami bazowymi liniowej interpolacji Lagrangeôa a wiňc nasz 

element bňdzie opisany trzema wňzğami z jednym stopniem swobody w wňŦle.  
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ÇFunkcje ksztağtu 

Jak obliczyĺ funkcje ksztağtu 
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Ç Aproksymacja 

Ὕ ὼȟώ ╝ ὼȟώ╣ 

ὺ ὼȟώ ╝ ὼȟώ╬ 



Zastosowanie MES do rozwiązania problemu ustalonego przepływu ciepła w 
obszarze 2D 

Pochodne (wektory gradientu) funkcji temperatury i funkcji wagowej 
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WprowadzajŃc aproksymacje funkcji Te i ve do r·wnania wariacyjnego otrzymujemy 

ukğad r·wnaŒ MES dla elementu skoŒczonego 

gdzie 
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JeŜli Q=const                       fe= 
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ÇAgregacja: budowa globalnego ukğadu r·wnaŒ 
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1 
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Macierz topologii  

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

(1) (2) 

(3) 
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Macierze i wektory 
Wsp·ğrzňdne wňzğ·w  

²ťȊŜƱ x y 

1 x1 y1 

2 x2 y2 

3 x3 y3 

4 x4 y4 

5 x5 y5 

6 x6 y6 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 
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Agregacja macierzy 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

╚

Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 2 3 4 5 6 

1 Ὧ  Ὧ  0 Ὧ  0 0 

2 Ὧ  Ὧ  0 0 0 0 

3 0 0 0 0 0 0 

4 Ὧ  0 0 Ὧ  0 0 

5 0 0 0 0 0 0 

6 0 0 0 0 0 0 

1        4        2 

1      
4        
2 



Zastosowanie MES do rozwiązania problemu ustalonego przepływu ciepła w 
obszarze 2D 

Macierz topologii 

╚

Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 2 3 4 5 6 

1 Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 0 

2 Ὧ  Ὧ  0 0 0 0 

3 Ὧ  0 Ὧ  Ὧ  0 0 

4 Ὧ +Ὧ  0 Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 0 

5 0 0 0 0 0 0 

6 0 0 0 0 0 0 

1        3        4 

1      
3        
4 
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Macierz topologii 

╚

Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 2 3 4 5 6 

1 Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 0 

2 Ὧ  Ὧ  0 0 0 0 

3 Ὧ  0 Ὧ  Ὧ  0 0 

4 Ὧ +Ὧ  0 Ὧ  Ὧ +Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ  

5 0 0 0 Ὧ  Ὧ  Ὧ  

6 0 0 0 Ὧ  Ὧ  Ὧ  

4        6        5 

4  
6         
5 
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Macierz topologii 

╚

Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ
Ὧ Ὧ Ὧ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 2 3 4 5 6 

1 Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 0 

2 Ὧ  Ὧ  0 0 0 0 

3 Ὧ  0 Ὧ +Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 Ὧ  

4 Ὧ +Ὧ  0 Ὧ +Ὧ  Ὧ +Ὧ +Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  

5 0 0 0 Ὧ  Ὧ  Ὧ  

6 0 0 Ὧ  Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ Ὧ  

3        6        4 

3  
6         
4 
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Agregacja wektora 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

╕
Ὂ
Ὂ
Ὂ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 

1 Ὂ 

2 Ὂ 

3 0 

4 Ὂ 

5 0 

6 0 

1      
4        
2 
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Agregacja wektora 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

╕
Ὂ
Ὂ
Ὂ

 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 

1 Ὂ+Ὂ 

2 Ὂ 

3 Ὂ 

4 Ὂ+Ὂ 

5 0 

6 0 

1      
3        
4 
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Agregacja wektora 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

╕
Ὂ
Ὂ
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element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 

1 Ὂ+Ὂ 

2 Ὂ 

3 Ὂ 

4 Ὂ+Ὂ+Ὂ 

5 Ὂ 

6 Ὂ 

4      
6        
5 
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Agregacja wektora 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

╕
Ὂ
Ὂ
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element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

1 

1 Ὂ+Ὂ 

2 Ὂ 

3 Ὂ+Ὂ 

4 Ὂ+Ὂ+Ὂ+Ὂ 

5 Ὂ 

6 Ὂ+Ὂ 

3      
6        
4 
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Globalny ukğad r·wnaŒ MES 

Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 0 

Ὧ  Ὧ  0 0 0 0 

Ὧ  0 Ὧ +Ὧ  Ὧ +Ὧ  0 Ὧ  

Ὧ +Ὧ  0 Ὧ +Ὧ  Ὧ +Ὧ +Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ +Ὧ  

0 0 0 Ὧ  Ὧ  Ὧ  

0 0 Ὧ  Ὧ +Ὧ  Ὧ  Ὧ Ὧ  

Ὂ+Ὂ 

Ὂ 

Ὂ+Ὂ 

Ὂ+Ὂ+Ὂ+Ὂ 

Ὂ 

Ὂ+Ὂ 

Ὕ 

Ὕ 

Ὕ 

Ὕ 

Ὕ 

Ὕ 

*  = 



Zastosowanie MES do rozwiązania problemu ustalonego przepływu ciepła w 
obszarze 2D 

Uwzglňdnienie warunk·w brzegowych 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Na tym brzegu dana jest wartoŜĺ przepğywu 

ciepğa qn. A wiňc dla wňzğ·w naleŨŃcych do 

brzegu wyznaczane sŃ r·wnowaŨniki z: 

 

 

 

Uwaga: cağkujemy po brzegu!!! Sprawa jest 

nieco ğatwiejsza jeŜli brzeg elementu jest liniŃ 

r·wnolegğŃ do kt·rejŜ z osi wsp·ğrzňdnych. 
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6        
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Uwzglňdnienie warunk·w brzegowych 

1 
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4 

Dla wňzğ·w brzegowych 1 i 2 wartoŜci wektora 

Pb nie sŃ znane i bňdŃ podlegaĺ wyznaczeniu.  

 

Uwaga: w tym przykğadzie nie ma wňzğ·w 

wewnŃtrz obszaru. Dla takich wňzğ·w skğadowe 

wektora Pb byğyby r·wne zero.  

 

Po agregacji otrzymujemy wektor globalny ze 

znanymi wartoŜciami P3, P4, P5, P6 i z 

nieznanymi P1 i P2. 
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Uwzglňdnienie warunk·w brzegowych 

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

W przypadku brzegu na kt·rym zadana jest 

wartoŜĺ temperatury wektor bňdzie zawierağ 

dwie znane wartoŜci T1 i T2 i cztery nieznane T3, 

T4, T5 i T6. 
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Globalny ukğad r·wnaŒ MES po uwzglňdnienie warunk·w brzegowych 
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Niewiadome pierwotne 

bƛŜǿƛŀŘƻƳŜ ǿǘƽǊƴŜ 
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ÇPowr·t do elementu skoŒczonego  
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Jaka jest wartoŜĺ temperatury w 

wybranym punkcie o wsp·ğrzňdnych 

(xp,yp). Punkt naleŨy do elementu 2.  

RozwiŃzaniem sŃ wartoŜci temperatury w 

wňzğach siatki skoŒczenie elementowej 

xp 

yp 
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ÇPowr·t do elementu skoŒczonego  

1 

2 

3 

4 

5 

1 
6 

2 

3 

4 

Macierz topologii 

xp 

yp 

element ²ťȊŜƱ  
(1) 

²ťȊŜƱ  
(2) 

²ťȊŜƱ  
(3) 

1 1 4 2 

2 1 3 4 

3 4 6 5 

4 3 6 4 

Z macierzy topologii odczytujemy, kt·re 

wartoŜci z wektora temperatury naleŨŃ 

do elementu 2 
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ÇPowr·t do elementu skoŒczonego  

1 

2 

3 
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1 
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WartoŜĺ temperatury w punkcie 

obliczamy z uŨytej aproksymacji 

podstawiajŃc za x=xp i y=yp oraz funkcje 

ksztağtu obliczone dla elementu 2 

xp 

yp 

Ὕ ὼȟώ ὔ ὼȟώ ὔ ὼȟώ ὔ ὼȟώ
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ÇPowr·t do elementu skoŒczonego  
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2 

3 
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5 

1 
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2 
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4 

Tak samo moŨemy znaleŦĺ wektor 

strumienia przepğywu ciepğa 

podstawiajŃc za x=xp i y=yp oraz 

pochodne funkcji ksztağtu obliczone dla 

elementu 2 

xp 

yp 
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Ç Zadanie obliczeniowe  
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Dyskretyzacja  

²ťȊŜƱ x y 

1 0 0 

2 2 0 

3 2 1 

4 0 1 
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Obliczenia  
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Obliczenia  
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RozwiŃzanie  
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RozwiŃzanie  
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RozwiŃzanie ABAQUS  1 2 

3 
4 

1 

2 
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RozwiŃzanie ABAQUS  

T(x,y)  

qx(x,y)  

qy(x,y)  


