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Rok 2010 wyznaczyt date powrotu do obowiazkowego egzaminu maturalnego
z matematyki. Umiejgtnosci, ktore sa sprawdzane na maturze z matematyki, zostaty opisane
w Podstawie programowej ksztalcenia ogdélnego, jednak czgste zmiany tej regulacji prawnej
opisujacej wymagania egzaminacyjne sprawiaja, ze zardwno abiturienci przystgpujacy
do egzaminu maturalnego, jak i ich nauczyciele powinni szczegdlnie uwaznie $ledzi¢ zapisy
Informatora o egzaminie maturalnym z matematyki. Informator ten, przygotowany
w roku 2008, oprocz zapisow standardow egzaminacyjnych i opisu wymagan, zawiera
przyktadowe arkusze egzaminacyjne i zestaw 108 zadan do rozwiazania przez uczniow.

Na egzaminie maturalnym zdajacy moze korzysta¢ z Zestawu Wybranych
Wzoréw Matematycznych dopuszczonych do uzytku decyzja dyrektora Centralnej
Komisji Egzaminacyjnej, nazywanym dalej Zestawem wzorow lub krotko Zestawem.
Jest niezmiernie wazne, by zdajacy dokladnie zapoznali si¢ z tym Zestawem, ktory zostat
przygotowany dla potrzeb egzaminu maturalnego z matematyki poczawszy od roku 2010.
Zawarte tam wzory moga by¢ przydatne do rozwiazania zadan w trakcie egzaminu,
ale takze podczas przygotowan do matury. Oprocz wybranych wzorow znajduja si¢ tam
réwniez warto$ci funkcji trygonometrycznych w uktadzie tabelarycznym. Z zawartoscia
Zestawu wzordw zdajacy z pewnoscia zetkneli si¢ podczas probnych egzamindow. Jego wersja
elektroniczna jest dostgpna na stronie internetowej CKE oraz stronach internetowych
okregowych komisji egzaminacyjnych.

Przygotowanie do zdawania egzaminu maturalnego powinno odbywac si¢ réwniez
poprzez analizg arkuszy egzaminacyjnych, ktore w nowej formule, zawierajacej takze zadania
zamknigte, zostaty przygotowane 1 wykorzystane przez Centralna Komisj¢ Egzaminacyjna
w poprzednich sesjach egzaminacyjnych oraz w trakcie ogolnopolskich probnych matur
z matematyKki.

Material, ktéry wlasnie trafia do Waszych rak nie jest zbiorem zadan. Jest
przewodnikiem, ktory ma shluzy¢ przypomnieniu i opisaniu wybranych, podstawowych
wymagan egzaminacyjnych. Aby osiagnac ten cel, autorzy oparli si¢ gtownie o zadania,
ktore zostaly opublikowane przez CKE w arkuszach maturalnych w trakcie majowe;j
1 sierpniowej sesji egzaminacyjnej, pojawity si¢ podczas probnych matur w latach 2009
12010 oraz zostaly zaproponowane przez ekspertow w Informatorze o egzaminie maturalnym
od roku 2010 z matematyki. Z uwagi na ograniczona objgto$¢ publikacji wybraliSmy
iomowiliSmy niektére wymagania egzaminacyjne w kazdym z dzialdéw podstawy
programowej. Z tego samego powodu do kazdego zadania podajemy tylko jeden sposob
rozwigzania opatrzony jednak niezbednym komentarzem, ktory pozwala na jego

samodzielng analiz¢ przez uczniow przygotowujacych si¢ do egzaminu.




Wybrane umiejgtnosci, ktore sa opisane w wymaganiach, a dotychczas jeszcze nie
byly sprawdzane podczas egzaminu maturalnego czy to prébnego, czy tez wilasciwego,
zostaly zilustrowane zadaniami utozonymi przez autoréw niniejszego materiatu.

Zamieszczone i rozwigzane zadania ilustrujg umiejetnosci podstawowe, zar6wno

jezeli chodzi o poziom egzaminu, jak i stopien ich zlozonosci.
W niniejszym opracowaniu autorzy $wiadomie potozyli nacisk na zadania z zakresu dwoch
pierwszych standardow wymagan egzaminacyjnych. Nieliczne z zadan z pierwszych
dziewigtnastu rozdziatéw odwotuja si¢ do umiejetnosci modelowania matematycznego,
tworzenia strategii, czy tez przeprowadzenia rozumowania. Te umiejetnosci zostaly
zilustrowane w rozdziale dwudziestym, w ktorym znajduja si¢ przyktady zadan adresowane
glownie do uczniow, ktorzy beda zdawali egzamin na poziomie rozszerzonym.

Te z zadan, ktore zostaly zaczerpnigte z arkuszy egzaminacyjnych lub Informatora
maturalnego, zostaly opatrzone krotka ,,metryczka” wskazujaca na zrédto. W prezentowanych
rozwiazaniach, tam gdzie jest to zdaniem autorow niezbedne, pojawiaja si¢ w komentarzu
elementy teorii. W innych przypadkach odsylamy Czytelnika do Zestawu wzordw, gdzie
mozna bez trudu odnalez¢ niezbgdne fragmenty teorii. Cytujac wzory autorzy zazwyczaj
pomijaja odpowiednie zatozenia, by wystepujace nadmiernie symbole nie przystanialy istoty
rozwiazania zadania.

Pragniemy w tym miejscu podzigkowa¢ Pani Danucie Pyrek — nauczycielowi
matematyki IV Liceum Ogodlnoksztalcacego im. Hanki Sawickiej w Kielcach i doradcy
metodycznemu, ktéra zainspirowata nas do pracy nad ta publikacja, a w trakcie jej pisania
byta wytrwatym 1 wnikliwym doradca.

Drogi Czytelniku, mamy nadziejg, ze nie zdziwi Cig¢ zawarto$¢ pierwszego rozdziatu.
Wiemy z do$§wiadczenia, ze gtdwna przyczyna klopotdw wielu uczniow na maturze, jest brak
podstawowych sprawno$ci rachunkowych. Czego Ja$ si¢ nie nauczyl, tego niech po prostu
nauczy si¢ Janek. Lepiej p6zno niz wcale. Wtedy zapewne okaze sig, ze rzeczywiscie nie taki
diabet straszny, jak go maluja.

Powodzenia!

Autorzy




I. POPRAWNOSC DZIALAN, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Wsrdd opisu szezegdtowych wymagan maturalnych z matematyki znajduja sig
réwniez te odnoszace si¢ do sprawnos$ci rachunkowej. Niezmiernie czgsto btedy w tym
zakresie powoduja, ze zdajacy nie otrzymuje za swoje rozwiazanie czesci lub catosci
punktéw. Niekiedy popetnione btedy uniemozliwiaja rozwiazanie zadania. Warto wigc
przypomnie¢ podstawy.

Obliczajac wartosci wyrazen algebraicznych, nalezy pamigta¢ o whasciwej kolejnosci
wykonywania dziatan:

1. Potegowanie wykonujemy przed mnozeniem i dzieleniem.

2. Gdy nie ma nawiaséw, mnozenie i dzielenie wykonujemy od lewej do prawe;j.
3. Mnozenie i dzielenie wykonujemy przed dodawaniem i odejmowaniem.
4

. Zaczynamy od dzialan w tych nawiasach, ktore nie zawieraja innych nawiasow.
Przyjrzyjmy si¢ kilku zadaniom.
Zadanie 1.
Oblicz 3—i:l-15.
25 5

Rozwiazanie
Pamigtajac o zasadzie opisanej w punkcie 3, najpierw ,,zajmiemy si¢”’ mnozeniem

1 dzieleniem. Ale kolejne zapisy beda uwzglednialy takze zasad¢ wyrazona w punkcie 2.

3—L:l-15 =3-—-—15
25 5 25 1
S 1 o . .
Zauwazmy, ze dzielenie przez 3 zastapiliSmy mnozeniem przez liczbg odwrotna do tego

utamka, czyli przez % .

15 1%, 1 1,

3-—.2. 15=3——— 2.15=3-—.15=3——-

25 1 25, 1 5 5, 1

1
Zauwazmy, ze liczbe 15 zapisaliSmy jako utamek TS . W kilku kolejnych zadaniach bedziemy

przed wykonaniem dziatan dokonywali zamiany liczby catkowitej na utamek o mianowniku

1
1. Jednak, przy bieglosci rachunkowej, mozna skracac ,,od razu” Y . \I§\3.

1
Po wykonaniu mnozenia i skroceniu odpowiednich utamkow, mozemy przej$¢ do

odejmowania.

1 1§, 3

3o —2=3-2=3-3=0.

5 1

Zapiszmy ponizej calo$¢ operacji rachunkowych w tym przyktadzie.




I. POPRAWNOSC DZIALAN, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

15 15, 1 1 1§,

15=3-—-2. 15:3——-—-15:3——-15:3——-—:3—%:3—3:0.

1 1

255 25 1 28, | 5 5, |
Zadanie 2.

Oblicz (-2)*3:(7-4)".

=

Rozwiazanie

Najpierw wykonamy, zgodnie z zasada 4, dziatanie w nawiasie otrzymujac (—2)2 3 (3)2 ,

teraz zgodnie z zasada 1 podniesiemy do kwadratu, pamigtajac o wyniku z przyktadu 4

iotrzymamy 4-3:9, 1 wreszcie obliczymy wartos$¢ stosujac zasade 2:

43:9-43. 1 p L 121 1 1 41 4 |1
9 9 19 1 % 13 3 3
Zadanie 3.
2
Oblicz (l+zj
35
Rozwigzanie

Wykonamy najpierw, zgodnie z zasada 4, dziatanie w nawiasie, a nastgpnie podniesiemy do
(1 2 (15 23 (5 6Y (11) _121
—_ 4+ — = —+ —— =| —+ — = | — =
35 15 15 15 15 15 225
Zadanie 4.

Oblicz % -A/196 .

kwadratu.

Rozwiazanie

Obliczamy oba pierwiastki i mamy /% -4/196 = % 14 = E \1\4\ =

2_
X, 1

122 24,
1 1 1
Zadanie 5.

Oblicz Vv16+9 .

Rozwiazanie

Obliczajac najpierw warto$¢ sumy pod pierwiastkiem otrzymujemy +16+9 =+/25 =5.

W Zadnym wypadku nie mozna zapisaé M . Pierwiastek sumy nie jest

zazwyczaj suma pierwiastkow.

Zadanie 6.
Oblicz 1{12 .
16
Rozwiazanie
. . : D . L. 9 25 ,
Zamienimy liczbg mieszanag pod pierwiastkiem na utamek niewtasciwy 11— = 6 Wowcezas




I. POPRAWNOSC DZIALAN, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

. 9 25 . . . L .
otrzymujemy IE = T’ a po skorzystaniu z twierdzenia o pierwiastku ilorazu mamy

2= B

16 16
. L > 9 . 9
W Zadnym razie nie wolno zapisac ﬂq . Utamek IE to nie to samo, co iloczyn 1 - I
O ' N8,

Przejdzmy teraz do przeksztalcania wyrazen algebraicznych. Przypominamy tutaj

Bl
T

sit

podstawowe zasady przeksztatcen i1 doskonalimy umiejetnos$¢ stosowania wzordw skroconego
mnozenia (zamieszczone sa w Zestawie wzorow). Obliczajac wartos$ci wyrazen
algebraicznych, nalezy pamigta¢ o wtasciwej kolejnosci wykonywania dziatan, o czym byta
mowa wczesniej, oraz uwazac przy redukcji wyrazow podobnych.

Przejdzmy teraz do omoéwienia zadan.

Zadanie 7.

2X—-6 1
Wykonaj dziatania i przeprowadz redukcje wyrazéw podobnych 2 y_ 2(5 X— yj :

Rozwiazanie

_6y

Popatrzmy teraz na utamek . Zanim skorzystamy z rozdzielno$ci dzielenia wzglgdem

dodawania skrécimy ten utamek. W tym celu wytaczymy w liczniku przed nawias liczbe 2.

Wtedy mamy
2X—-6y  2(Xx-3y) Xl(x—3y) _1-(x=3y) x-3y
4 4 'Y 2 2

. . . X 3
Teraz zapiszemy ten utamek jako réznicg dwoch utamkow PR

Wracajac do wyj$ciowego wyrazenia mamy

2X_6y_2(1)(_y]:1_3_y_2.l.x_2.(_y):§_3_y_xl.L.X+2.y:

4 2 2 2 2 2 2 .
2 1 2 2 2 2 2 2
Zadanie 8.

Wykonaj dziatanie i przeprowadz redukcje wyrazow podobnych (2X +3)°.

Rozwiazanie
Skorzystamy ze wzoru skréconego mnozenia na kwadrat sumy (a-+ b)2 =a’+2-a-b+b’
(patrz strona 3 w Zestawie wzorow). W naszym przypadku a =2x, b=3. Wtedy

(2x+3)" =(2x) +2-2x-3+32 =4x* + 12X +9.

Okazato sig, ze nie byto potrzeby redukowania wyrazéw podobnych.




I. POPRAWNOSC DZIALAN, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Zadanie 9.

Wykonaj dziatanie i przeprowadz redukcje wyrazow podobnych (—=3x —2)°.

Rozwiazanie.

Tego typu przyklady z ,,minusami” sprawiaja zazwyczaj klopoty. Biora si¢ one najczesciej

z pomieszania rol, jakie w wyrazeniu odgrywaja te ,,minusy’’.

Potraktujmy wyrazenie w nawiasie jak rdznicg, czyli wyrazenie, ktore ma posta¢ a—b. Dla
podkreslenia, gdzie jest w wyrazeniu —2X —3 odjemna a i odjemnik b wstawmy odpowiednie
nawiasy. Mamy zatem —2x -3 = (-2x)—(3).

Zastosujemy teraz wzér skroconego mnozenia na kwadrat réznicy (a— b)2 =a’-2ab+b*,

ktory takze znajdziemy na stronie 3 w Zestawie wzordw. Dostajemy wowczas
((=2x)=(3)) = (=2%)" =2(-2x)-(3) +(3)" =4x* +12x+9.

Rozwiazemy teraz zadanie maturalne sprawdzajace bezposrednio umiejgtnosé
przeksztatcania wyrazen algebraicznych.
Zadanie 10. (Egzamin maturalny — sierpiefi 2010, s. 2, zadanie 6)
Kwadrat liczby x =2 — NE) jest rowny
A T-43 B. 7+43 C. 1 D. 7
Rozwigzanie
Mamy obliczy¢ warto$¢ wyrazenia (2 —\3 )2. Zastosujemy w tym celu przytoczony juz
poprzednio wzor skréconego mnozenia na kwadrat réznicy (a—b)* =a* —2-a-b+b>.
W naszym przypadku a = 2, b = /3 . Wtedy

R-3f =27 —2.2.4B3+3" =4-4/3+3=7-443.

Zaznaczamy odpowiedz A.

Zadanie 11.
Przedstaw w postaci iloczynu wyrazenie 25— 9x”.
Rozwiazanie
Rozktad tego wyrazenia na czynniki uzyskamy zapisujac najpierw nasze wyrazenie jako
roznice dwoch kwadratow
25-9x* =5% —(3x)?,
a nastgpnie wykorzystujac wzor skréconego mnozenia na réznicg kwadratow

25-9x* =57 —(3x)> = (5-3X)(5+3X).

(wyrazenie 5° —(3X)*jest wyrazeniem ,,typu a° —b*>”).




I. POPRAWNOSC DZIALAN, WYRAZENIA ALGEBRAICZNE

Zastosujemy teraz w zadaniu 12 wzor na sume szescianow, ktory znajduje si¢

w Zestawie wzoréw na stronie 3
a’ +b’=(a+b)@a’ -ab+b?)
Zadanie 12.

Przedstaw w postaci iloczynu wyrazenie 27 + 64X’ .

Rozwiazanie
Zapiszmy nasze wyrazenie jako sume dwoch szescianow: 27 + 64x> =3° + (4x)’ . Mamy
teraz wyrazenie ,,typu a’ +b’”. Korzystajac z cytowanego wzoru na sume sze$ciandéw mamy
27+64x> =37 +(4x)° = B +4X)[3” =3-(4X)+(4X)* ] = B+ 4X)(9 - 12X +16X).
Zastanowmy sig, czy czynnik 9 —12X+16X’ (jest to tréjmian kwadratowy) mozemy jeszcze
roztozy¢ na iloczyn czynnikow liniowych. Wykorzystamy tu twierdzenie podane w Zestawie
WZOréw na stronie 4, moéwiace o tym, ze tréjmian kwadratowy ax’ +bx+c, a# 0, mozna
roztozy¢ na czynniki liniowe tylko wtedy, gdy wyrdznik tego tréjmianu jest nieujemny, czyli
gdy A>0. Poniewaz wyrdznik naszego trojmianu jest rowny A:(—l2)2 —4-16-9=144-576<0,
wigc tréjmianu 9 —12X + 16X’ nie da si¢ zapisa¢ w postaci iloczynu czynnikéw liniowych.
Tym samym rozktad wyrazenia 27 + 64x’, jaki uzyskali$my jest ostateczny. Wiecej

informacji o tréjmianie kwadratowym znajduje si¢ w rozdziale Funkcja kwadratowa.

10



II. POTEGI I LOGARYTMY

Zanim przejdziemy do zadan maturalnych, przypomnimy kilka podstawowych zasad
dotyczacych dziatan na potegach 1 pierwiastkach. Bedziemy korzysta¢ z praw dziatan na
potegach, dlatego warto w tym miejscu mie¢ przed oczami zaleznoséci podane w Zestawie

wzoréw na stronie 1.

Zadanie 1.
Oblicz 272 +47".

Rozwiazanie
Pamietajac o zalezno$ci a™" —i mozemy zapisaé¢ 2 —L —l oraz 4”' —i —l
J an 9 y p 23 8 41 4 :
Obliczamy szukana wartos¢
piygrot 1,23
8 4 8 8 8

Zadanie 2.

1 1

Oblicz 92 —5-83.

Rozwigzanie

m 1
W Zestawie wzoréw podana jest rownosé a" = Ya™ , zatem 92 =3/9' =+/9 =3 oraz

1
83 = 3/8_1 =38 =2. Mozemy juz teraz obliczy¢ szukang warto$¢
1 1

92_-5.83=3-5.2=3-10=-7.

Ale mozna tez policzy¢ inacze;.

Poniewaz (ar )S =a"* oraz 9=3% i 8=2’ wicc
1 1 1 1 21 3.l
97 -5.83 =(3)2-5-(2’) =32 -5.27 =3 -5.2'=3-5.2=-7.
Zadanie 3.
1
[loczyn 64 ° 2 zapisz w postaci potegi liczby 2.

Rozwiazanie
1 1 6 1

Poniewaz 64 =2°, wiec 64 5 = (26 )*g =2 5. Liczbe L2 mozemy zapisa¢ w postaci J2=25.

r+s

Poniewaz a' -2’ =a' ", wiec

i 6 1 6 1 —6+1 -5
645.32=25.25=255=25 =25 =27,

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 75, zadanie 1)

Liczba 3%0.9% jest rbwna

A 3210 B 33()() C 9120 D 272700

11



II. POTEGI | LOGARYTMY

Rozwigzanie

S
Ponownie skorzystamy ze wzorow a'-a° =a"** oraz (ar) =a"*. Wowczas
330,990 _ 330 .(32 )90 _ 3303290 _ 330 3180 _ 3304180 _ 3210
Zaznaczamy odpowiedz A.
Proponujemy samodzielnie rozwiaza¢ zadanie z egzaminu maturalnego z sierpnia 2010 r.

oraz probnego egzaminu przeprowadzonego w listopadzie 2009r.

Zadanie 5.  (Egzamin maturalny — sierpien 2010, s. 2, zadanie 2)
Tloczyn 81°-9* jest rowny

A. 3¢ B. 3° C. 3 D. 3"
Zadanie 6.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 2, zadanie 4)
4
Tloraz 327 (%) jest rowny
A 277 B. 27 c. 2° D. 27

W maju 2010 roku zdajacy mieli do rozwigzania ponizsze zadanie.

Zadanie 7.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 2, zadanie 3)

(223

Liczba (Wj jest rowna

A. 1 B. 4 C. 9 D. 36
Rozwiazanie

Zanim zdajacy zacznie poprawnie stosowac zasady wykonywania dzialan, musi uwaznie
przeczyta¢ tres$¢ polecenia. Kluczem do ,,szybkiego” zaznaczenia poprawnej odpowiedzi jest
wykorzystanie definicji potegi o wyktadniku réwnym 0, czyli a° =1dla dowolnej liczby a # 0
(patrz Zestaw wzordw). Nie ma potrzeby obliczania warto$ci wyrazenia w nawiasie, by mie¢
pewnos¢, ze liczba ta nie jest zerem, gdyz w zaproponowanych do wyboru odpowiedziach,
nie ma odpowiedzi typu ,,dzialanie nie jest wykonalne”. Mozemy zatem od razu zapisac, ze

warto$¢ naszego wyrazenia jest rOwna 1 1 zaznaczy¢ poprawna odpowiedz A.

Zanim przejdziemy do dziatan na logarytmach, przyjrzyjmy si¢ zadaniu, w ktorym
dziata¢ bedziemy na pierwiastkach. Podobne zadanie pojawilto si¢ juz w rozdziale
poswigconym przeksztatceniom wyrazen algebraicznych i stosowaniu wzordéw skroconego
mnozenia, ale aby przypomnie¢, ze pierwiastek arytmetyczny jest w istocie potega, o czym
wspomnieliSmy w zadaniu 2 tego rozdziatlu, rozwiazemy ponizsze zadanie.

Zadanie 8.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 2, zadanie 5)

Kwadrat liczby x =5+ 23 jest rowny
A. 37 B. 25+4/3 C. 37+20\3 D. 147
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Rozwigzanie

2
Mamy obliczy¢ warto$¢ wyrazenia (5 +243 ) . Zastosujemy w tym celu wzor skroconego

mnozenia (a+b)* =a’ +2ab+b* (patrz Zestaw wzoréw). W naszym przypadku a=>5,
b=23. Wtedy
(5+2V3) =52 +2:5-243+(243) .
Poniewaz (2\/5)2 = 22-\/52 , wiec
5425243 +(23) =25+20V3+4:3=37+2043,
Zaznaczamy odpowiedz C.

Przejdzmy teraz do logarytméw. Zaczniemy od rozwiazania zadania z probnego

egzaminu maturalnego przeprowadzonego w 2009 roku.

Zadanie 9.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 2, zadanie 5)

O liczbie X wiadomo, ze log, X =9. Zatem

A, x=2 B. x= C. x=% D. x=9°

1
2
Rozwiazanie

Rozwiazanie odwoluje si¢ bezposrednio do definicji logarytmu (patrz strona 2 w Zestawie

wzoréw). Przypomnijmy, ze log, ¢ =b < a° = ¢. Zatem w naszym zadaniu mamy
log, X =9 < 3’ = x . Zaznaczamy odpowiedz C.

Rozwiazanie ponizszych zadan bedzie wymagato stosowania praw dziatan na
logarytmach, ktore w szczegdlnosci podane sa na stronie 2 w Zestawie wzorow.
Zadanie 10. (Informator maturalny, s. 75, zadanie 3)
Liczba log24 jest rowna
A. 2log2+log?20 B. log6+2log2 C. 2log6—logl2 D. log30—log6
Rozwigzanie
Przed rozwigzaniem warto przypomnie¢, ze brak wskazania w poleceniu podstawy
logarytmu oznacza, ze jest to logarytm dziesi¢tny, czyli jego podstawa jest rowna 10.
Poniewaz 24 =46, wigc mamy obliczy¢ logarytm iloczynu. Korzystajac ze wzoru
log, (X- y) =log, X+ log, y, otrzymujemy log(4 . 6) =log4+1logh6.
Pozostaje jeszcze wykorzysta¢ wzor na logarytm potegi: log, x" =r-log, x , dla zapisania
w innej postaci liczby log4 . Poniewaz 4 = 2*, wiec log4 =log2” =2-log2. Mozemy juz

teraz zapisa¢ liczbg log24 w postaci 2log2 +log6. Zaznaczamy odpowiedz B.
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Zadanie 11. (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 2, zadanie 6)
Liczba log5—log, 125 jest rowna
A, 2 B. -1 C. — D. 4

Rozwiazanie

X
Wykorzystamy wzor na roznice logarytmow: log, —=1log, X—log, y (Zestaw wzorow,
y
. 5 1 :
strona 2). Wowczas log, 5 —1log125 = log, 25 =log; 55 Teraz mozemy albo

skorzysta¢ z definicji logarytmu, i wtedy mamy log; % =X 5 = % ,czyli 5% =57, wiec
x = =2, albo tez wykorzystamy wzor na logarytm potegi, a wtedy mamy

log52L5=log55‘2 =—2log,5=-2-1=-2,bo log,5=1.

Zaznaczamy odpowiedz A.

Zadanie 12.

Liczba log, 27 —log, 8 jest rowna

27
8

A. 0 B.
Rozwiazanie

Nie mozemy skorzysta¢ ze wzoru log, L log, x—log, Yy, bo logarytmy nie majg
jednakowych podstaw. Zadanie rozwiaz{tmy obliczajac najpierw oba logarytmy wystepujace
w zapisanej roznicy. Zacznijmy od log, 27. Z definicji (mogliby$my skorzysta¢ ze wzoru na
logarytm potegi) log, 27 = X < 3 =27. Poniewaz 27 = 3°, wigc log,27=x<3"=3".
Korzystajac z réznowarto§ciowosci funkceji wykladniczej otrzymujemy, ze X =3.

A teraz obliczymy log, 8. Z definicji log, 8 = x < 2* = 8. Poniewaz 8 =2°, wigc
log,8=x<>2"=2. Zatem x=3. Stad log,27-log,8=3-3=0.

Zaznaczamy odpowiedz A.
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III. WARTOSC BEZWZGLEDNA LICZBY RZECZYWISTEJ

Zadania dotyczace wartosci bezwzglednej znajdziemy w Informatorze, oraz w kazdym
z dotychczas opublikowanych przez CKE arkuszy poczawszy od matury pilotazowej z roku
2009, a skonczywszy na maturze probnej z listopada roku 2010. Mozna zaryzykowac
twierdzenie, ze warto$¢ bezwzgledna to jeden z ,,pewniakow” egzaminu maturalnego na
poziomie podstawowym. Jednocze$nie zakres wymagan egzaminacyjnych dla poziomu
podstawowego z tego tematu jest stosunkowo niewielki — ogranicza si¢ do definicji wartosci
bezwzglednej, wlasnosci 1 interpretacji geometrycznej warto$ci bezwzglednej. W tym

rozdziale postaramy si¢ przyblizy¢ te zagadnienia.

Zadanie 1.
Zaznacz na osi liczbowej liczby, ktorych odlegtos¢ od 0 jest rowna 5.
Rozwigzanie

Sa dwie takie liczby; na lewo od 0 jest to liczba —5, a na prawo liczba 5.

5 >

A A
< N >
-5 0 5 X
Odlegtos¢ danej liczby od liczby 0 nazwiemy warto$cia bezwzgledna liczby. Warto$é

bezwzgledna liczby a oznaczamy symbolem |a| . Zatem zapis |5 , czyli warto$¢ bezwzgledna

liczby 5, oznacza geometrycznie odlegtos$¢ na osi liczbowej migdzy liczba 5 a liczba 0.
Podobnie zapis |—5| oznacza warto$¢ bezwzgledna liczby -5, jest to odleglto$¢ miedzy liczba
-5 aliczba 0. Obie te odlegtosci sa jednakowe 1 rowne 5, wige
|5| =5 oraz |—5| =35.

Zapamigtajmy. Warto$¢ bezwzgledna liczby rzeczywistej oznacza geometrycznie jej
odlegtos¢ od liczby 0. Zapis |a| oznacza geometrycznie odleglo$¢ na osi liczbowej migdzy
liczbg a oraz liczba 0.

PrzejdZmy teraz do znaczenia algebraicznego warto$ci bezwzglednej. Liczby 51 -5 to
liczby przeciwne. ROWnos¢ |5| =5 oznacza, Zze warto$¢ bezwzgledna z liczby dodatniej 5 jest
rowna tej samej liczbie 5, natomiast rownos¢ |-5| = 5 oznacza, ze wartos¢ bezwzgledna

z liczby ujemnej —5 jest liczba do niej przeciwna, czyli jest rowna 5. Tak jest dla wszystkich

liczb rzeczywistych réznych od 0. Odlegtos¢ liczby 0 od 0 jest rowna 0, co mozemy zapisaé

|0| = 0. Wszystkie te trzy mozliwosci zilustrujemy na rysunku:
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liczby dodatnie,
warto$¢ bezwzgledna kazdej z tych liczb jest rowna tej samej liczbie
1 >
0 X
liczba 0,
warto$¢ bezwzgledna liczby 0 jest rowna 0
1 N
I »
0 X
liczby ujemne,
warto$¢ bezwzgledna kazdej z tych liczb jest rowna liczbie do niej przeciwnej
3
T >
0 X

Symbolicznie mozemy to zapisa¢ np. tak:
laj=a dla a>0,
|a|=0 dla a=0,

la|=-a dla a<0.
Zadanie 2.

Oblicz:
a) |-12

. b2

Rozwiazanie

N

-1-42| 1),

-1+42]

; e),

2
,d) ‘—
T

Gdy znak liczby, ktorej warto$¢ bezwzgledna obliczamy jest oczywisty, to wynik uzyskujemy
natychmiast:

a) |—12| =12, bo liczba —12 jest ujemna (lezy na osi liczbowej po lewej stronie 0), wigc
warto$¢ bezwzgledna tej liczby jest liczba do niej przeciwna, czyli jest rowna 12,

b) ‘\/5 ‘ =2 , bo liczba J2 jest dodatnia (lezy na osi liczbowej po prawej stronie 0), wigc

warto$¢ bezwzgledna tej liczby jest ta sama liczba, czyli jest rtOwna 2 ,
c) ‘—ﬁ‘:ﬁ,bo 3 <0,

2

V4
zastanowienia niz poprzednio.

2 2 . ) 2 . o
=—,bo —>0, cho¢ ustalenie znaku liczby — wymaga odrobing wigce;j
T /4 T

d)

e) Liczba pod znakiem warto$ci bezwzglednej to —1— \/5 . Jest to liczba ujemna, wigc

F1-v2)=—(-1-v2) =1++2.
Gdy natomiast znaku liczby, ktorej warto$¢ bezwzgledna chcemy obliczy¢, nie ,,wida¢” od

razu, wtedy znak ten musimy ustalic.
j)  Znak liczby —1+ \/5 nie jest juz taki oczywisty, jak poprzednio. Oszacujmy tg liczbe.
Liczba 2 jest wigksza od 1 (jej przyblizenie mozemy odczyta¢ z kalkulatora, cho¢ nie

jest ono konieczne), wigc liczba —1 ++2 jest dodatnia. Jesli tak, to

‘_1+\/§‘=—1+\/§=\/§—1-
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Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 3.

Zadanie 3.  (Egzamin probny — listopad 2010, s. 2, zadanie 1)
Liczba |5 — 7| - |—3 + 4| jest rowna
A, 3 B. -5 C. 1 D. 3

Przejdzmy teraz do przyktadéw wyrazen z warto$cia bezwzgledna, w ktérych pod znakiem

wartosci bezwzglednej wystepuja wyrazenia zawierajace zmienna.
Zadanie 4.

Upro$¢ wyrazenie |x|—|x+1| dla x>0.

Rozwigzanie

W wyrazeniu |x| - |x +1| wystepuje dwa razy warto$¢ bezwzgledna. Raz jest to warto§é

bezwzgledna liczby X, a drugi raz liczby o 1 wigkszej od X. O liczbie X wiemy, zZe jest
dodatnia. W takim razie liczba X +1 tez jest dodatnia. Zatem za kazdym razem obliczamy
warto$¢ bezwzgledna liczby dodatniej, Mamy wigc
|X|=x oraz |x+1/=x+1.
Wyrazenie natomiast mozemy zapisa¢ w postaci
X[ =[x +1|=x-(x+1)=x-x-1=-1.

Odpowiedz. |x|—|x+1]=-1dla x>0.

Zadanie 5.
Doprowadz do najprostszej postaci wyrazenie x|x — 5|+ x[1 + x| wiedzac, ze —1<x<35.
Rozwiazanie
Ustalamy znaki liczb x -5 oraz 1+ X, gdyz wyznaczamy warto$ci bezwzgledne tych liczb.
Warunek —1< X <5, oznacza, ze bierzemy pod uwagg tylko liczby mniejsze od 5
1 jednoczesnie wigksze od —1. Do ustalenia znaku liczby X —5 wystarczy nam tylko
informacja, ze liczba X jest mniejsza od 5, bo wtedy od razu widzimy, ze X —5<0 (gdy od
liczby mniejszej niz 5 odejmiemy 5, to otrzymamy liczbg ujemna. Mozemy to rowniez
otrzymac z nierdéwnosci X < 5, odejmujac od obu jej stron 5, wtedy mamy X—-5<5-5, czyli
X—5<0). Do ustalenia znaku liczby 1 + X wystarczy z kolei informacja, ze liczba X jest
wigksza od —1, bo wtedy 1+ x >0 (wystarczy do obu stron nierownosci X > —1 dodac 1, by
otrzyma¢ 1+ X >0). W efekcie dla —1< x <5 otrzymujemy

|x=5|=—(x-5)=—x+5 oraz [l + x| =1+x,
a cale wyrazenia ma postac

X|x = 5|+ X1+ x| = X(=x+5)+ X(1+ X) = =X* + 5X + X+ X" = 6X .

Odpowiedz. Gdy —1<x<5,t0 X|x—5|+ x|l + x| = 6X.
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Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 6.

Zadanie 6.
Jesli —2 < x <3, to wyrazenie 2|X+2|—3|X—3| jest rowne
A. —5X+5 B. —x+13 C. x-13 D. 5x-5

Zadanie 7.

Zaznacz na osi liczbowej zbior wszystkich liczb rzeczywistych X takich, ze [x|< 3.

Rozwiazanie

Przypomnijmy, ze zapis |x| oznacza geometrycznie odlegtos¢ liczby X od 0 na osi liczbowe;j.

Mozemy wigc nasze zadanie sformutowac nastepujaco:

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby rzeczywiste, ktore sa oddalone od liczby 0 o mniej
niz 3. Biorac pod uwagg liczby ujemne zauwazamy, ze wsrodd nich ,,dobre” sa te, ktore leza
na prawo od liczby — 3. Z kolei sposrdd liczb dodatnich ,,dobre” sa liczby mniejsze od 3.

W rezultacie poszukiwane przez nas liczby sa migdzy —3, a 3. Zbior wszystkich tych liczb to

przedziat obustronnie otwarty (—3, 3). Na osi liczbowej mozemy go przedstawic¢ nastgpujaco:

D

hd

3 0 3 X

Zadanie 8.
Zaznacz na osi liczbowej zbior wszystkich liczb rzeczywistych X takich, ze |x| > 4.
Rozwiazanie

Wykorzystujac sens geometryczny zapisu |X| mozemy nasze zadanie, podobnie jak

poprzednie, sformutowaé nastepujaco:

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby rzeczywiste, ktore sa oddalone od liczby 0 o 4 lub
wigcej. Biorac pod uwagg liczby ujemne zauwazamy, ze wsrdd nich ,,dobre” sa te, ktore leza
na lewo od liczby — 4. Liczba — 4 tez jest ,,dobra”, bo lezy w odlegltosci doktadnie réwnej 4 od 0.
Wisrdd liczb dodatnich ,,dobre” sa 4, oraz wszystkie lezace na prawo od 4. Zaznaczmy zbior

tych liczb na osi liczbowe;j

t vl t t t +
4 0

|

N
3

Zbidr ten to suma przedzialow (—OO, —4> ) <4, +oo) .
Dotad rozpatrywalismy odlegto$¢ wskazanej na osi liczby od liczby zero. Odlegtos¢

liczby X od liczby 0 zapisaliSmy za pomoca wartosci bezwzglednej, piszac |X| .

Teraz wykorzystamy wartos¢ bezwzgledng do zapisania odleglo$ci miedzy

dwiema dowolnymi liczbami.
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Odlegtos¢ miedzy liczba 2 a liczba 7 jest rowna 5. Obliczymy te odlegtos¢ odejmujac
od liczby 7 liczbg 2. Mogloby si¢ wigc wydawac, ze trzeba od drugiej z podanych liczb odjaé
pierwsza, czyli 7—2. Ale odleglo$¢ migdzy liczba 7 a liczba 2 jest rOwniez réwna 5.
Gdybysmy od drugiej z podanych liczb odj¢li pierwsza, czyli od 2 odjglibysmy 7, to
dostalibySmy 2 —7 =-5, anie 5. Ale liczby 51 —5 to liczby, ktore maja t¢ sama wartos$¢
bezwzgledna réwna 5. Jezeli chcemy obliczy¢ odlegto$¢ migdzy dwiema liczbami wystarczy
obliczy¢ wartos¢ bezwzgledna z réznicy tych liczb.

Zapis |X - y| oznacza geometrycznie odleglos¢ na osi liczbowej miedzy liczbami x i y.

Jest to oczywiscie tez odleglo$¢ migdzy y i X. Gdyby jedna z tych liczb byto 0, np. y=0, to

zapis wygladalby |X - 0|, czyli |X , co jak wiemy oznacza odlegto$¢ migdzy liczba x 1 0.
Zadanie 9.

Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby X, ktére spetniaja réwnanie |X — 2| =3.
Rozwigzanie

Wykorzystamy podana wczesniej interpretacje geometryczng zapisu |X - 2| . Oznacza on
odlegto$¢ liczby X od liczby 2. Zadanie nasze mozemy wigc sformutowac nastgpujaco:
Zaznacz na osi liczbowej wszystkie liczby X, ktore sa oddalone od liczby 2 o 3.

Narysujmy o$ liczbowa i zaznaczmy na niej liczbg 2. Oddalmy sig¢ od liczby 2 o0 3 w lewo.

Trafimy na liczbg —1. Oddalajac si¢ natomiast od liczby 2 o 3 w prawo trafimy na liczbe 5.

3 3
A A
— 1 ’ >
-1 2 5 X
Zaznaczamy na osi obie te liczby
IR TR TR :

Zadanie 10.

Zaznacz na osi liczbowej zbior wszystkich liczb X, ktére spetniaja nieréwnosé |X + 1| >3.
Rozwigzanie

Rozpocznijmy od interpretacji geometrycznej zapisu |X + 1| . Zwrdémy uwagg, ze liczba ,,pod
znakiem warto$ci bezwzglednej” to suma X +1. Latwo jednak mozemy ja zapisa¢ w postaci
réznicy X —(—1). Wtedy ‘X — (—1)‘ oznacza odleglo$¢ na osi liczbowej miedzy liczba x

a liczba —1, natomiast zadanie mozemy wtedy ,,przeczytac” tak: Zaznacz na osi liczbowej
wszystkie liczby X, ktore sa oddalone od liczby —1 o wigcej niz 3. Na lewo od liczby —1

oddalona o 3 jest liczba —4, a wszystkie liczby lezace na lewo od —4 sa oddalone od —1

o wigcej niz 3. Kazda z nich jest wigc ,,dobra”. Podobnie rozumujemy z liczbami lezacymi na
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prawo od —1. Doktadnie o 3 jest oddalona od —1 liczba 2 a te, ktore leza na prawo od 2, sa

oddalone od —1 o wigcej niz 3. Zaznaczamy zbior tych liczb na osi liczbowe;j.

t t v: > t t + t t %
—4 -1 2

|

XY

Zaznaczajac zbior szukanych liczb pamigtajmy o tym, ze liczby —4 i 2 nie naleza do tego
zbioru. Dlatego rysujemy ,,kéteczka niezamalowane”. Zbidr ten to suma przedziatow

(—o0,—4) U(2,+00).

Zadanie 11. (Informator maturalny, s. 77, zadanie 12)

Ktory z zaznaczonych przedzialow jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci | 2—X[<3?

A. : ¢ : : : : : & : : : : >
-5 0 1 X
B. : : : ® : : : : : ® : : >
-3 0 3 X
C. : : : : : ¢ : : : : : o >
-1 0 5 X
D. : : : } } " " ¢ f f f * >
0 1 5 X

Rozwigzanie

Lewa strona tej nieréwnosci to |2 - X| . Geometrycznie oznacza to odleglos$¢ liczby 2 od

liczby X. Ale ta odlegtos$¢ to réwniez odleglo$é liczby x od liczby 2. Interesuje nas wigc zbior
wszystkich tych liczb x, ktére sa oddalone od liczby 2 o najwyzej 3. Na lewo od liczby

2 oddalona o 3 jest liczba —1, a na prawo od 2 oddalona o 3 jest liczba 5. Liczby lezace

w odlegltos$ci mniejszej niz 3 od liczby 2, to liczby migdzy -1 a 5. Zatem poprawna
odpowiedzia jest C.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 12.

Zadanie 12 (Informator maturalny, s. 54, zadanie 2)

Zbior rozwigzan nierdwnosci |X - 3| >1 jest przedstawiony na rysunku

A. : } } } } : : ¢ f ¢ f . >
2 4 X

B. } } } } } } } .I } .1 } } >
0 2 4 X

C : | ' : o >
—4 0 4 X

D. ' : . . ! ; —>
0 4 X
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IV. FUNKCJA LINIOWA

Zadania dotyczace funkcji liniowej bez wahania mozna nazwac ,,pewniakiem”
egzaminu maturalnego z matematyki na poziomie podstawowym. Przyjrzyjmy si¢ zadaniom
zamknigtym 1 zadaniom otwartym, ktore wystapity w arkuszach dla poziomu podstawowego
opublikowanych przez Centralnag Komisj¢ Egzaminacyjna poczawszy od Informatora

z matematyki, a skonczywszy na probnym egzaminie maturalnym z 3 listopada 2010 roku.

Zadanie 1.  (Informator maturalny, s. 76, zadanie 9)

Liczba 1 jest miejscem zerowym funkcji liniowej f (x)=(2-m)x+1. Wynika stad, ze

A. m=0 B. m=1 C. m=2 D. m=3
Rozwiazanie

Jest to zadanie zamknigte, a wigc musimy po prostu wskazaé poprawng odpowiedz.

Z informatora maturalnego mozemy si¢ dowiedzie¢, Zze wsrod czterech podanych
odpowiedzi tylko jedna jest dobra, i Ze na pewno taka odpowiedz jest (Informator, strona 11).
Mozemy wigc albo wyeliminowac niepoprawne odpowiedzi, albo zadanie mozemy
potraktowac tak, jakby to byto zadanie otwarte, w ktérym nie mamy podanych mozliwych
odpowiedzi, tylko sami t¢ odpowiedZ musimy wytworzy¢. Jakakolwiek z tych drég nie
pojdziemy, nie uda nam si¢ rozwiazaé tego zadania, jesli nie wiemy, co to jest miejsce
zerowe funkcji.

Mozemy postuzy¢ si¢ definicja, z ktorej dowiemy sig, ze jest to kazdy argument funkcji, dla
ktorego funkcja przyjmuje warto$¢ 0, czyli dla ktorego prawdziwa jest rownos¢ f (x)=0.
Coz jednak ta rowno$¢ oznacza? Oznacza to, ze jesli we wzorze funkcji wstawimy w miejsce

X liczbg, ktora jest miejscem zerowym funkcji, to wowczas y, czyli f (x), jest rtowne 0.

W naszym przypadku funkcja ma wzor f (X) = (2 - m)x +1, wigc skoro miejscem zerowym

jest 1, to mozemy zapisa¢ rownos¢
0=(2-m)-1+1
Teraz pozostaje juz tylko z tej rdwnosci wyznaczy¢ m.
0=2-m+1,

m=3.
Poprawna odpowiedZ w tym zadaniu to D.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwigzanie bardzo podobnego zadania:
Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 40, zadanie 17)

Liczba x =—7 jest migjscem zerowym funkcji liniowej f (x)=(3-a)x+7 dla

A. a=-7 B. a=2 C. a=3 D. a=-1
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Czgsto w zadaniu mamy podane, ze punkt lezZy na prostej, prosta przechodzi przez

punkt, badz punkt nalezy do prostej. Taka sytuacja jest np. w ponizszym zadaniu.

Zadanie 3.  (Egzamin probny — listopad 2009, s. 8, zadanie 22)

Prosta o rownaniu y = —4x +(2m—7) przechodzi przez punkt A=(2,-1). Wtedy

A. m=7 B. mzzé C. m:—% D. m=-17

Rozwiazanie
Jak wykorzysta¢ informacje, ze prosta o podanym réwnaniu przechodzi przez punkt

A=(2,-1)? Wystarczy wiedzie¢, ze pierwsza wspélrzedna tego punktu jest argumentem

funkcji, a druga wartoscia przyporzadkowana temu argumentowi. Jesli wigc podstawimy
w rownaniu prostej (albo we wzorze jakiejkolwiek funkcji) za x pierwsza wspotrzedna punktu
A1 zay druga wspoétrzedna tego punktu, to otrzymamy réwnos¢ prawdziwa, czyli
~1=-4-2+(2m-7).
Teraz pozostaje juz tylko obliczy¢ warto§¢ m
—1=-8+2m-7,

—1=-15+2m,

dodajemy do obu stron rdwnania liczbg 15 1 dostajemy
—1+15=2m,
14=2m,
wigc po podzieleniu obu stron tego rdwnania przez 2 otrzymujemy
T=m.

Wybieramy poprawna odpowiedz: A.
Zadanie 4.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 4, zadanie 9)

Prosta o rownaniu y =-2X +(3m +3) przecina w uktadzie wspotrzednych os Oy w punkcie

(0,2). Wtedy

A. m=—g B. m:—l C. m:l D. m==
3 3 3 3

Rozwiazanie

W tym zadaniu wystarczy zinterpretowa¢ wyraz wolny w rownaniu prostej, gdyz mamy
podany punkt jej przecigcia z osig Oy. Zatem zapisujemy 3m+3=2,skad m= 3

Zaznaczamy poprawng odpowiedz B.
Niekiedy wzor funkcji podany jest za pomocg ,,klamerki”, jak np. w zadaniu:

Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 84 zadanie 56)

2x+1 dla x<0

Oblicz miejsca zerowe funkcji f (x) = {X 5 dla x50
+ a x>
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Rozwigzanie

Musimy wyznaczy¢ wszystkie argumenty X, dla ktorych warto$¢ funkcji, czyli f (x), jest
roéwna 0. Wykorzystujac wzor tej funkcji mozemy zapisac, ze

2X+1=0dla x<0,lubtez x+2=0 dla x>0.

W pierwszym przypadku dostajemy X = —% i ta liczba jest miejscem zerowym, bo —% <0.
W drugim mamy z kolei x = -2, ale ta liczba nie jest wigksza od 0, wigc nie jest to miejsce
zerowe funkcji. W rezultacie funkcja f ma jedno miejsce zerowe, ktorym jest liczba X = Y
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 6.

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 54, zadanie 6)

Xx—4 dla x<3

Funkcja f jest okreslona wzorem f(X)= .
—X+2 dla x>3

Ile miejsc zerowych ma ta funkcja?

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3

Waznym zagadnieniem, jakie koniecznie nalezy poruszy¢ przy omawianiu funkcji
liniowej jest wzajemne polozenie wykreséw dwoch funkeji liniowych, a wige dwéch
prostych. Mozemy spotkac¢ si¢ z pytaniem o rownolegtos$¢ prostych, jak to ma miejsce

w zadaniu:

Zadanie 7.  (Informator maturalny, s. 78, zadanie 22)

Wskaz réwnanie prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y =2Xx—7.

A, y=-2x+7 B. y=—%x+5 C. y=%x+2 D. y=2x-1
Rozwiazanie

Przypomnijmy, ze dwie proste o rownaniach kierunkowych y =a,x+b, oraz y=a,x+b, sa
réwnolegle wtedy, gdy ich wspotczynniki kierunkowe sg rowne, czyli gdy a, = a, .

Wspotezynnik kierunkowy prostej podanej w zadaniu jest rowny 2. Taki sam wspotczynnik

ma jedynie prosta, ktorej rownanie jest w odpowiedzi D. Jest to wigc poprawna odpowiedz.

Tego typu zadanie stosunkowo czg¢sto pojawialo si¢ na egzaminach lub w materiatach
egzaminacyjnych opublikowanych przez CKE. Proponujemy jako ¢wiczenie rozwiazanie

zadah 8109.

Zadanie 8.  (Informator maturalny, s. 40, zadanie 13)

Prosta | ma rownanie Y =2X—11. Wskaz rownanie prostej rownolegtej do proste;j I.

A, y=2X B. y=-2X C. y:—%x D. y:%x
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Zadanie 9. (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 20)

Wspotczynnik kierunkowy prostej rownolegtej do prostej o rownaniu y =—-3X+5 jest rowny:

A, — B. -3 C.

- D. 3
3 3

Zadanie 10. (Informator maturalny, s. 84, zadanie 61)

Napisz rownanie prostej rownoleglej do prostej o rownaniu 2x—y—11=0 i przechodzacej
przez punkt P =(1,2).

Rozwiazanie

Rownanie 2X—y—11=0 zapisujemy w postaci kierunkowej: y =2x—-11

(wystarczy do obu stron rownania 2X—Yy—11=0 dodaéy, a nastgpnie zamieni¢ rownanie
stronami, zeby taka posta¢ uzyska¢. Mowimy tez czgsto, ze przenosimy Yy na prawa strong
rOwnania).

Prosta réwnolegla ma taki sam wspolczynnik kierunkowy, czyli 2, wigc ma rownanie postaci
y =2X+D . Pozostaje tylko wyznaczy¢ b w tym rownaniu. Poniewaz szukana prosta

przechodzi przez punkt P = (1,2) ,wiec 2=2-1+b.Stad b =0, co oznacza, ze rownanie

szukanej prostej ma posta¢ y = 2X.

Réwnie waznym, 1 rOwnie cz¢sto pojawiajacym si¢ zagadnieniem w zadaniach
egzaminacyjnych z matematyki jest prostopadto$¢ prostych. Przypomnijmy wigc, ze dwie
proste o rownaniach kierunkowych y =a,x+b, oraz y =a,X+b, sa prostopadle wtedy, gdy
iloczyn ich wspotczynnikow kierunkowych jest rowny —1, co mozemy zapisaé krotko
a, -a, = —1. Praktycznie lepiej zapamigtac, ze wspolczynnik kierunkowy jednej z prostych
prostopadtych jest liczba przeciwna do odwrotnosci wspdtczynnika kierunkowego drugiej

z tych prostych.

Zadanie 11. (Informator maturalny, s. 78, zadanie 23)

Ktore z rownan opisuje prosta prostopadia do prostej o réwnaniu y =4X+57?

A. y=—-4x+3 B. y:—%x+3 C. y:%x+3 D. y=4x+3
Rozwiazanie

Wspoltczynnik kierunkowy prostej podanej w tresci zadania jest rowny 4. Odwrotnosc¢ tej

. 1 . ) 1 1
liczby to 2 a liczba przeciwna do 2 to e Sposrod podanych réwnan prostych tylko

w odpowiedzi B jest taki wspotczynnik kierunkowy, jest to wigc poprawna odpowiedz.

Tak samo postapimy w zadaniu 12, ktére zostawiamy jako ¢wiczenie.
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Zadanie 12. (Egzamin probny — listopad 2009, s. 8, zadanie 21)

Wykres funkcji liniowej okreslonej wzorem f (x)=3x+2 jest prosta prostopadta do proste;

0 rownaniu:
A. yz—%x—l B. y:%xﬂ C. y=3x+l1 D. y=3x-1

Ostatnim zagadnieniem, jakie omowimy przy funkcji liniowej bgdzie monotoniczno$¢ tej
funkcji. Mamy tu trzy mozliwosci.
Albo funkcja liniowa jest rosnaca, albo malejaca, albo stala. Zalezy to od wspotczynnika
kierunkowego prostej bedacej wykresem tej funkcji. Te sytuacje przedstawiajq kolejne

rysunki.

ALy ALy ‘;y
y=ax+b y=ax+b y=ax+b
a>0 a=o0 a<o0

— 3 3 \
- N

Zadanie 13. (Egzamin probny — listopad 2010, s. 6, zadanie 12)

Wskaz m, dla ktorego funkcja liniowa okreslona wzorem f (x)=(m—1)x+3 jest stata.

A. m=1 B. m=2 C. m=3 D. m=-1
Rozwiazanie

Funkcja liniowa f jest stata tylko wtedy, gdy wspotczynnik kierunkowy prostej, ktora jest
wykresem tej funkcji, jest réwny 0, a wigc gdy m—1=0. Stad m =1. Zatem poprawna
odpowiedz to A.

Rozwiazmy kolejne zadanie.

Zadanie 14.

Wyznacz wszystkie wartosci m, dla ktérych funkcja liniowa f (x)=(2m-10)x+(m—6) jest
rosnaca.

Rozwiazanie

Funkcja liniowa f jest rosnaca tylko wtedy, gdy wspotczynnik kierunkowy jej wykresu jest
dodatni, a wigc gdy 2m—-10>0. Stad m>5.
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V. FUNKCJA KWADRATOWA

Zadania przedstawione w tym rozdziale dotycza w zasadzie funkcji kwadratowe;.
Nalezy pamietaé, ze funkcje zmiennej X, postaci y = ax” +bx + ¢, nazywamy funkcja
kwadratowg (takze trojmianem kwadratowym), gdy a jest dowolna, ale r6zng od zera
liczbg rzeczywista.

Zadanie 1.
Dany jest trojmian kwadratowy Yy = —3%> +4x —1. Znajdz pierwiastki tego tréjmianu

1 przedstaw go w postaci iloczynowe;.

Rozwiazanie

Zacznijmy od uwagi, ze rozwigza¢ réwnanie —3x” +4x —1=0, znaczy to samo, co znalez¢
pierwiastki tréjmianu kwadratowego y =-3x" +4x—1. Obliczamy A tego tréjmianu:
A=4 —4-(-3)-(-1)=16—12=4. Poniewaz A > 0,wiec trojmian ma dwa pierwiastki
(miejsca zerowe), ktore obliczamy korzystajac ze wzordw na pierwiastki trojmianu (podane

sa w Zestawie wzordw na stronie 4):
y _—b—JK_—4—JZ_—4—2_—6_1 . _b+/A 444 442

" 2a  2(3) -6 -6 * 2a  2:(3) -6
Znajac pierwiastki mozemy ponownie skorzysta¢ z podanego w Zestawie wzoru

1
y=a(X—X )(X—X,) izapisa¢ posta¢ iloczynowa jako Yy = (-3)- (X — 1)- (X - gj )

—2_1
-6 3

: : 1 . :
Zauwazmy, ze wymnazajac czynnik (X - Ej przez liczbg (-3) otrzymujemy

y= (X - 1)- (1 - 3X) - rowniez ta posta¢ stanowi rozklad trojmianu kwadratowego na czynniki
liniowe
Popatrzmy teraz na niektore szczegdlne przypadki trojmiandow kwadratowych

1 odpowiadajace im rownania kwadratowe.

Zadanie 2.

Rozwiaz rownanie X> —6X=0.

Rozwiazanie

Zauwazmy, ze tatwo mozemy znalez¢ postac iloczynowa lewej strony rownania; x(x —6) =0
1 korzystajac z niej zapisa¢ dwie rownosci X =0 lub X — 6 = 0. Z drugiej otrzymujemy X =6.
Zatem rownanie X° —6X =0 ma dwa rozwiazania: X =0 oraz X =6.

Uwaga. W zadnym razie nie jest bledem obliczanie w takim przypadku A i korzystanie ze

wzoréw na pierwiastki trojmianu kwadratowego.
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Zadanie 3.
Rozwiaz rownanie x> —25=0.
Rozwiazanie
Zauwazmy, ze korzystajac ze wzoru skroconego mnozenia a> —b* = (a+b)(a—b) mozemy
znalez¢ postac iloczynowa lewej strony rownania i w konsekwencji zapisa¢ rGwnanie
W postaci
(x=5)(x+5)=0.
Korzystajac z postaci iloczynowej mozemy poda¢ pierwiastki: x = -5 lub x=5.
Podobnie jak w poprzednim przyktadzie nie jest bledem obliczanie w takim przypadku A

1 korzystanie ze wzor6w na pierwiastki trojmianu kwadratowego.

Przejdzmy teraz do zagadnien zwiazanych z wykresem funkcji kwadratowe;.

Zapamictajmy, ze wykresem funkcji kwadratowej jest parabola.

Przyktadem niech bedzie przedstawiony ponizej wykres funkciji y = x>.

\or

w

O takiej paraboli przyjeto sie mowié, ze ma ,,ramiona skierowane do goéry”, w odrdéznieniu od
2

paraboli narysowanej ponizej, ktorej ,,ramiona sa skierowane do dotu”.

-

y

y=-(Xx-2)2+2

L 4o

/ \

Uwaga. Ramiona paraboli sg ,,skierowane do géry” wtedy, gdy wspolczynnik przy x*
jest liczba dodatnia; ramiona paraboli sa ,,skierowane do dolu”, gdy wspoélczynnik przy
X’ jest liczba ujemna.

Maturzys$ci z wezesniejszego rocznika rozwiazywali ponizsze zadanie.
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Zadanie 4.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 4, zadanie 8)

Wykresem funkcji kwadratowej f(X)=-3x> +3 jest parabola o wierzchotku w punkcie
A. (3,0) B. (0,3) C. (-3,0) D. (0,-3)

Rozwigzanie

Zauwazmy najpierw, ze wzor funkcji mozna zapisa¢ w postaci f ( X) =-3x"+0-x+3. Teraz
wyraznie wida¢, ze wspotczynniki tego trojmianu kwadratowego sarowne a=-3,b=0, c=3.

. . : b A
Korzystajac ze wzorow na wspotrzedne wierzchotka paraboli W = (XW > Yw ) = (—2—, —4—]
a a
b__ 0
2a 2-(-3)
oczywiscie konsekwentnie stosowaé podany wyzej wzor na wspotrzedne wierzchotka i w tym

celu obliczyé najpierw A = 0> —4-(-3)-3 =36, a nastepnie A 36 -36 3
4a  4-(-3) -12

Pamigtajmy jednak, ze wierzcholek to tez punkt wykresu funkcji, wige y, = f(X,).

(podane sa w Zestawie Wzorow na stronie 4) obliczamy x, = — =0.Mozemy

W naszym przyktadzie X, =0, a to pozwala tatwo obliczy¢ druga wspotrzedna wierzcholka:

y, = f(0)=-3-0°+3=3. Zaznaczamy B.

Zwykle rozwigzanie zadania nie wymaga precyzyjnie narysowanej paraboli,
wystarczy jedynie jej szkic, na ktérym zaznaczamy wybrane punkty charakterystyczne
paraboli (miejsca zerowe, wierzcholek, punkt przecigcia z osig Oy). Zawsze jednak nalezy
okresli¢ znak wspolezynnika przy x°, co pozwala odpowiednio skierowaé ramiona
paraboli ,,do dolu” lub ,,do gory”. Kolejny krok jest zazwyczaj zalezny od tresci
zadania. Najcze$ciej obliczamy pierwiastki trojmianu kwadratowego. Postgpujemy tak

w szczegblnosci rozwigzujac nierownosci kwadratowe.
Zacznijmy od dwdch nieréwnosci z arkuszy maturalnych.

Zadanie 5.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 4, zadanie 7)
Do zbioru rozwiazan nierownosci (X —2)(X+3) < Onalezy liczba
A. 9 B. 7 C. 4 D. 1
Rozwiazanie
Mozemy kolejno sprawdzaé, ktoéra z liczb 9, 7, 4, 1 spetnia podana nieréwno$¢. Wstawiajac
kolejno w miejsce X te liczby otrzymujemy:

(9-2)9+3)=7-12>0 dla x=9,

(7-2)(7+3)=5-10>0 dla x=7,

(4-2)(4+3)=2-7>0 dla x=4,
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1-2)1+3)=(-1)-4<0 dla x=1.
Sposrdd podanych liczb, tylko liczba 1 spetnia nasza nierownos$¢, czyli nalezy do zbioru
rozwigzan tej nieréwnosci. Wybieramy poprawna odpowiedz D.
Zauwazmy, ze nie bylo potrzeby obliczania warto$ci poszczegdlnych iloczynéow (na przyktad,
ze 7-12 =84). Wystarczyto zauwazy¢, ze mnozac dwie liczby dodatnie, otrzymujemy liczbg
dodatnia.
Zadanie 6.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 10, zadanie 26)
Rozwiaz nierdwnosé x> —Xx—2<0.
Rozwiazanie

Poniewaz A = (=1)* —4-1-(-2)=1+8 =9, wiec

. :—(—1)—@:1—3_ y :—(—1)+\/§:1+3:

—_1, 2.
: 2 2 : 2 2

Zaznaczamy teraz w uktadzie wspotrzednych pierwiastki tréjmianu (sa odcigtymi punktow
wspolnych paraboli i osi OX), a nastgpnie przez te punkty szkicujemy parabolg, ktérej ramiona
sa ,,skierowane do gory” (poniewaz wspolczynnik przy X’ jest rowny 1, czyli jest liczba

dodatnia).

AVa

Sprobujmy poradzi¢ sobie z rozwigzaniem dwoch ,,szczegodlnych” nierdwnosci:

Zatem X € <— 1, 2> )

Zadanie 7.

Rozwiaz nierdéwno$é —x*> +2x—-3<0.

Rozwiazanie

Podobnie jak w poprzednim zadaniu zaczniemy od obliczenia wyrdznika trojmianu, czyli A.
A=2°-4.(-1)-(-3) =412 = -8. Wyréznik trojmianu y = —X> + 2X — 3 jest ujemny, wiec
ten trojmian nie ma pierwiastkOw. Zatem parabola bedaca jego wykresem nie ma punktow
wspodlnych z osig OX — i ta wiedza nam wystarczy. Szkicujemy parabolg, ktdra nie ma

punktéw wspolnych z osiag Ox i ma ramiona ,,skierowane do dotu”. Lezy wigc cata pod osia OX.
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-~

y

L 4o

Poniewaz w cato$ci wykres trojmianu lezy pod osig OX, wigc trjmian ten przyjmuje tylko
wartosci ujemne, zatem X € R.

Zadanie 8.

Rozwiaz nierdwno$¢ 9x> +12x+4> 0.

Rozwigzanie

I raz jeszcze powtorzmy schemat z wyrdznikiem: A =12% —4-9-4 =144 —144 = 0. Wiemy
(podane jest to takze w Zestawie wzorOw na stronie 4), ze gdy A = 0, to rOwnanie ma

dokladnie jedno rozwiazanie, zatem parabola (wykres trojmianu Y = 9x* +12x + 4 ) doktadnie

w jednym miejscu styka si¢ z osig OX. Obliczamy pierwiastek naszego tréjmianu:

X, = —21—29 = —%. Wspotczynnik przy X* jest dodatni (réowny 9), wiec parabola ma ramiona

skierowane ,,do gory”. Szkicujemy ja

I

y=9x2+12x+4

| | »
T 14

T T
-1 1 2

Zauwazmy, ze nasz trojmian kwadratowy przyjmuje ,,prawie zawsze” warto$ci dodatnie —

prawie, poniewaz dla X = 3 przyjmuje on warto$¢ 0. Tak wigc nierownos¢

2
9x> +12x +4 > Ojest spetniona dla wszystkich liczb rzeczywistych X # 3

Mozemy to takze zapisa¢ w postaci X € R\{-2} lub X & (—00,—2) (-2, +).

—5»

Zadanie 9.

Funkcja kwadratowa f (x)=2x*+bx+c ma dwa miejsca zerowe X, =—2, X, =1. Oblicz

wartosci wspotczynnikow b i C.
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Rozwigzanie
Skorzystamy z postaci iloczynowe;j funkcji kwadratowej f(x)=a-(x—x)-(x=x,).
Poniewaz wspolczynnik przy X jest réwny 2, a pierwiastkami sg liczby X, =2, X, =1,
wige zapisujemy f(X)=2(x+2)-(x—1). Mnozac i porzadkujac dostajemy
f(x)=2(x*—x+2x-2),
f(x)=2x>+2x-4.
Odpowiedz: b=2,c=—-4.
Zadanie 10.
Funkcja kwadratowa f (X) =-3x*+bx+cC przyjmuje najwigksza swoja warto$¢ réwna 2
dla argumentu réwnego 4. Oblicz wartosci wspotczynnikow b i C.
Rozwigzanie
Skorzystamy z postaci kanonicznej funkcji kwadratowej f(x)=a- (X — p)2 +q, gdzie liczby
P, q sa wspotrzednymi wierzchotka paraboli, bedacej wykresem funkcji f. Gdy a <0
(ramiona paraboli bedacej wykresem funkcji sa skierowane ,,do dotu”), to liczba q jest
najwigksza wartoscia funkcji. Funkcja przyjmuje t¢ warto$¢ dla argumentu rownego p.
W naszym przypadku a =-3<0, wigc =2 jest najwigksza wartoscia funkcjidla p=4.

Mozemy wigc zapisaé
f(x)=-3(x—4) +2,

co po zastosowaniu wzoru na kwadrat roznicy, pomnozeniu i redukcji wyrazow podobnych
prowadzi nas do postaci

f(X) = =3(x> —8X+16)+2 = —3x> + 24X — 46 .
Odpowiedz: b =24,¢c=-46.
Zadanie 11.
Punkty A=(-3,4) i B=(2,9) leza na wykresie funkcji kwadratowej f(x)=ax’+3x+c.
Oblicz wartosci wspotczynnikéw a i C.

Rozwigzanie
Poniewaz punkt A lezy na wykresie, wigc 4 =a- (— 3)2 +3-(=3) +c. Podobnie dla punktu B

otrzymujemy 9 =a-2> +3-2+¢. Po uproszeniu obu réwnosci zapisujemy uktad réwnan.
9a+c=13
da+c=3"

ktorego rozwiazaniem jest para liczb a=2 1 c=-5.

Odpowiedz: a=21c=-5.
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Zdajacy matematyke na poziomie podstawowym ma stosunkowo niewiele
umiejetnosci, jakie powinien opanowac z ,,wielomianow”. O tych umiejgtno$ciach mozna
przeczyta¢ w Informatorze o egzaminie maturalnym od 2010 roku. Wymagania zwigzane
z tymi umiejgtnos$ciami zostaty tam rdwniez zilustrowane zadaniami. W tym opracowaniu
oprocz zadan z Informatora przyjrzymy si¢ rowniez zadaniom z arkuszy z egzamindw
probnych 1 egzaminu wlasciwego, jakie do tej pory miaty miejsce. Do dziatu ,,wielomiany”
zaliczymy rowniez rownania stopnia wyzszego niz 2 z jedna niewiadoma, cho¢
w Informatorze umiejetnosci rozwiazywania rownan zostaty ujete w oddzielnym dziale
,,ROWnania 1 nierdOwnosci”.

Przypomnienie wiadomosci dotyczacych wielomianéw rozpoczniemy od pojecia
wielomianu jednej zmiennej 1 pojecia pierwiastka wielomianu.

Wielomianem jednej zmiennej X nazywamy funkcje (oznaczamy ja zwykle wielka
litera W, P, V itp., albo piszemy rowniez W (x), P(x), V (x) itp.) okreslona dla kazdej
liczby rzeczywistej X wzorem

W (x)=a,x"+a, X" +...+a,xX’ +ax+a,
Liczby a,, a, ,,...,a,, a,, &, nazywamy wspoOlczynnikami wielomianu. Wspoétczynnik a,
nazywamy wyrazem wolnym wielomianu.

Waznym jest rOwniez pojgcie stopnia wielomianu. Stopniem wielomianu nazywamy
najwyzszy wykladnik potegi zmiennej X, gdy zmienna X wystgpuje we wzorze w potedze
co najmniej pierwszej. Przyjmujemy réwniez, ze wielomian, ktory jest funkcja stala, ale
nie rowng tozsamosciowo zero, ma stopien rowny 0. Natomiast stopnia wielomianu,
ktory jest funkcja stala, tozsamosciowo rowna 0, nie okresla sig.

Na przyktad W (x) = 6x” — x* —2x+7 to wielomian stopnia piatego, wyraz wolny tego
wielomianu jest réwny 7, wspotczynnik stojacy przy najwyzszej potgdze zmiennej X jest
rowny 6.

Z kolei funkcja P(x)=6x"—x*—2x"' +7 nie jest wielomianem, gdyz zmienna X wystapita
we wzorze tej funkcji w potedze o wyktadniku —1, a moze wystgpowac tylko w potegach

o wyktadnikach catkowitych dodatnich. Poza tym funkcja o takim wzorze nie jest okreslona
dla kazdej liczby rzeczywistej X, bo nie jest okreslona dla X =0.

Funkcja W (x) =2x—7 to wielomian stopnia pierwszego, czgsciej mowimy, ze jest to funkcja

liniowa albo dwumian liniowy, a funkcja V (x) = -3%* + x—2 to przyktad wielomianu stopnia
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drugiego, czyli inaczej funkcji kwadratowej lub trojmianu kwadratowego.

Znajomos¢ stopnia wielomianu badana byta np. w ponizszym zadaniu:

Zadanie 1.  (Informator maturalny, s. 78, zadanie 19)

Dane sa wielomiany W (x) = 3x> —2x, V (x) = 2x* + 3x . Stopien wielomianu W (X)-V (X) jest

rowny
A. 6 B. 5 C. 4 D. 3

Rozwiazanie
Wyznaczmy najpierw wielomian W (X)-V (X), o ktorego stopien pytamy.
W ()-V (x) = (35 = 2x)(26® +3x) =
mnozymy teraz ,.kazdy przez kazdy”
=3x> - 2x% 3% - 3x—2X-2x% —2x-3x = 6X° +9x* —4x® —6x°

OtrzymaliSmy wielomian stopnia piatego, co oznacza, ze poprawna odpowiedz to B.
Rozwiazujac to zadanie w ten sposdb wykonali$my znacznie wigcej, niz to bylo konieczne, bo
wyznaczylismy iloczyn dwoch wielomianoéw. Lepiej (krocej) mozna postapi¢ inacze;.
Zastandwmy si¢ nad tym, czy mozemy ustali¢ stopien iloczynu dwoch wielomianéow, gdy
znamy stopnie tych wielomianow. Oczywiscie tak. Stopien iloczynu dwoch niezerowych
wielomianow jest rowny sumie stopni tych wielomianéw, gdyz najwyzsza potega, w jakiej
wystapi zmienna X w iloczynie wielomiandw bierze si¢ z pomnozenia najwyzszych poteg tej
zmiennej w kazdym z czynnikéw. W naszym przypadku stopien wielomianu W jest rowny 3,
stopien wielomianu V jest rowny 2, wigc stopien iloczynu tych wielomianow jest rowny 5.

Kolejnym waznym pojgciem jest pojecie pierwiastka wielomianu. Jest to inaczej
miejsce zerowe wielomianu. Warto zwrdci¢ uwagg, ze stowo pierwiastek nie jest
jednoznaczne. Liczbg \/5 nazywamy pierwiastkiem z liczby 2 (doktadniej nalezatloby
powiedzie¢ pierwiastkiem arytmetycznym stopnia drugiego z liczby 2), a z kolei
pierwiastkiem wielomianu W (x)=2x—6 jest liczba 3, gdyz W (3)=2-3-6=0.
Wykorzystamy pojecie pierwiastka wielomianu rozwiazujac nastgpujace dwa zadania.

Zadanie 2.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 7, zadanie 11)
Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x* +ax® + 6x —4 . Wspotczynnik a jest rowny
A. 2 B. 2 C. 4 D. 4

Rozwiazanie

Liczba 2 jest pierwiastkiem wielomianu W (x) = x* + ax* + 6x — 4 . Oznacza to, Ze jesli

we wzorze tego wielomianu w miejsce X wstawimy liczbg 2, to wielomian ten bedzie miat

warto$¢ rownag 0. Otrzymujemy zatem rownanie

33



VI. WIELOMIANY

2’+a-2°+6:2-4=0,
4a+16=0.

Stad obliczamy a = —4 . Zatem poprawna odpowiedz to D.

Przejdzmy teraz do rozwiazywania rownan. Przypomnijmy najpierw, co to znaczy
rozwigza¢ robwnanie.
Rozwigza¢ réwnanie to po prostu znalez¢ wszystkie liczby, ktore to rownanie spelniaja, czyli
maja taka wlasnos¢, ze jesli taka liczbe wstawimy do rownania w kazde miejsce, w ktorym
wystepuje litera oznaczajaca niewiadoma, a nastgpnie wykonamy wszystkie dzialania, to
wynik (liczba) uzyskany po lewej i po prawej stronie rownania bedzie taki sam.
Na przyktad réwnanie

5%+ X2 +2x=(2X> = 1)(2X+3)+8x—17
to rownanie z jedna niewiadoma X. Mozemy je najpierw przeksztatci¢ rownowaznie do
postaci mnozac (2X2 - 1) (2x+3). Otrzymujemy wowczas
5% + X7 +2X=4%X +6X* —2x-3+8x—17.

Redukujac po prawej stronie wyrazy podobne, czyli liczac —2x+8Xx=6x 1 -3-17 =-20,

mamy dalej
5% + X2 42X =4%X +6X* +6X—20

Odejmujac od obu stron réwnania 4X°, 6X°, 6x oraz dodajac 20 (czesto méwimy wtedy, ze
przenosimy sktadniki na lewa strong¢ zmieniajac znaki) dostajemy

X' —5%> —4x+20=0
OtrzymaliSmy réwnanie, w ktorym po lewej stronie jest wielomian stopnia trzeciego,
uporzadkowany malejaco (wystepuja kolejne potegi X poczawszy od X’ ). Po prawej stronie
wystepuje 0.
NajczeSciej bedziemy starali si¢ teraz przeksztalci¢ wielomian do postaci iloczynu
wielomianéw nizszych stopni.
Pozostaje zatem zapisa¢ wielomian X® —5x> —4x+20 w postaci iloczynu wielomianow,
z ktorych kazdy jest stopnia nizszego niz 3. Z dwoch pierwszych sktadnikow wylaczamy

przed nawias X, czyli zamiast X’ —5X* zapiszemy X’ (X -5 ) , oraz z pozostatych dwoch
sktadnikéw wytaczamy przed nawias —4, czyli zamiast —4x+ 20 zapiszemy —4(X - 5) ,
to wowczas rdwnanie zapisujemy w postaci
X’ (x—=5)—-4(x—-5)=0.
Teraz mamy ten sam czynnik x—5, ktéry wystepuje w iloczynie x*(x—5) oraz w iloczynie

—4 ( X— 5) . Wylaczamy wigc ten wspdlny czynnik przed nawias
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(x—S)(x2 —4):0.
Iloczyn dwoéch czynnikow jest rowny 0 tylko wtedy, gdy co najmniej jeden z czynnikow jest
réwny 0, wiec X—5=0 lub x> —4=0.
Stad wnioskujemy, ze X =5 lub X* —4 =0. Lewa strong rownania X° —4 =0 mozemy zapisaé
w postaci iloczynu, wigc rownanie bgdzie miato wtedy postaé

(x—2)(x+2)=0.
Znowu mamy iloczyn po lewej stronie, a 0 po prawej, wigc wnioskujemy jak poprzednio, ze

X—2=0Iub x+2=0

wiec
X=2 lub x=-2

W ten sposob znalezliSmy wszystkie liczby: 5, 2 oraz —2, ktére spetniaja rOwnanie
5% + x>+ 2% = (2x> =1)(2x +3) +8x —17. Rozwiazaliémy zatem to rownanie.
OczywiScie w rozwiazaniu zadania nie bedziemy opisywa¢ wszystkich czynnosci,

ktore bedziemy wykonywaé, wystarczy, Ze zapiszemy jedynie efekty tych czynnosci.
Rozwiazanie podobnego zadania mogtoby wigc wyglada¢ nastepujaco:
Zadanie 3.  (Informator maturalny, s. 63, zadanie 22)
Rozwiaz rownanie X° —4x> —3x+12=0.
Rozwiazanie

x> —4x* -3x+12=0,

x*(x—4)-3(x-4)=0,

(x—4)x*>-3)=0,
(x—4)(x—\/§Xx+ \/§)= 0,
x-4=0 lub x-=+/3=0 lub x++3=0.
x=4 lub x=+3 lub x=-3.

Odpowiedz. Ro6wnanie ma trzy rozwigzania: X =4, X = V3, x==3.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwigzanie nastgpujacych dwoch zadan.

Zadanie 4.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 10, zadanie 27)

Rozwiaz rownanie X° —7X> —4X+28=0.

Zadanie 5.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 12, zadanie 27)
Rozwiaz rownanie X’ +2x>*—5x—-10=0.

Ostatnie zagadnienie, jakie tu poruszymy, to réwnos$¢ wielomianow. Warto

przypomnie¢ sobie twierdzenie o rownosci wielomianow. Dwa wielomiany sa rowne wtedy
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1 tylko wtedy, gdy albo oba sa wielomianami zerowymi, albo tez, gdy nie sa to wielomiany
zerowe, maja taki sam stopien i rowne wspolczynniki przy tych samych potggach zmienne;.
Wyjasnimy to doktadniej rozwiazujac nastgpujace zadanie.
Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 84, zadanie 59)
Wielomiany W (x) = ax(x + b)2 iV (x)= x> +2x? + X sa rowne. Oblicza i b.
Rozwigzanie
Zapiszmy najpierw wielomian W (x) w postaci uporzadkowane;.
W (x)=ax(x+b)” =ax(x’ +2bx +b”) = ax’ + abx’ + ab’x.
Poniewaz z tresci zadania wiemy, ze wielomiany W (x) i V (x) sa réwne, wigc skoro
V (x) jest wielomianem stopnia trzeciego, to i wielomian W (x) tez musi by¢ stopnia
trzeciego. Stad wynika jedynie, ze a # 0 (wspotczynnik przy trzeciej potgdze zmiennej X
wielomianu W (x) musi by¢ rézny od 0). Ponadto migdzy wspétczynnikami wielomianow
musza zachodzi¢ rownosci
a=11 2ab=2 i ab®=1
Gdy a=1, to z drugiej rownosci otrzymujemy b =1. Trzecia rowno$¢ jest prawdziwa dla
a=11b=1. Sato zatem szukane wartosci a i b. Zwré¢my uwage, zZe konieczne jest
sprawdzenie, czy wszystkie rownosci wspolczynnikow zachodzga. Gdyby$smy jedynie
wzigli pod uwage rownos¢ wspodtczynnikdw przy x> oraz przy X, to dostaliby$my uktad
roOwnan
a=11 ab*=1
Gdy a =1, to z drugiego réwnania otrzymujemy b?>=1.Stad b=—1 lub b=1. Mamy zatem
dwie pary liczbaib. Jednato a=11ib=-1,adruga a=11b=1. Ale tylko druga z tych par

jest ,,dobra”, gdyz dla a=1 i b=-1 wspodtczynniki przy x* nie sa sobie rowne.
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Zacznijmy od rozwiazania prostych rdwnan wymiernych.

Zadanie 1.

Rozwiaz rownanie

Rozwiazanie

Zaczniemy od wyznaczenia dziedziny réwnania, ktora jest dziedzina funkcji wymiernej
2
X* -4

f(x)= 5

by¢ rowny zeru, wigc otrzymujemy 2 — X # 0, czyli X#2.Zatem dla X =2 to rOwnanie nie

. Poniewaz mianownik wystgpujacy we wzorze po prawej stronie nie moze

ma sensu liczbowego. Zazwyczaj podajac dziedzing oznaczamy ja litera D, stad w naszym
zadaniu D=R\ {2}

Mozemy teraz przej$¢ do szukania rozwigzan rownania. Poniewaz iloraz dwéch liczb moze
2

—4 =0 jest

by¢ rowny zero tylko wowczas, gdy licznik jest rowny zero, wigc rOwnanie

réwnowazne rownaniu X* —4 = 0, ale z uwzglednieniem wyznaczonej wczesniej
dziedziny. Otrzymujemy kolejno
X*—4=0,
(x=2)(x+2)=0,
X=2 lub x=-2.
Rozwiazaniami rownania X> —4 =0 sa liczby 2 oraz —2, ale rozwiazaniem réwnania
X? —4

2-X
rozwiazaniem jest ,,tylko” x =-2.

= (0 nie moze by¢ liczba 2, bo nie nalezy ona do dziedziny rownania. Zatem szukanym

Potrafimy juz rozwiaza¢ zadanie z jednej z wcze$niejszych matur.

Zadanie 2.  (Egzamin maturalny — sierpien 2010, s.4, zadanie 8)
X’ —4

A S

(X=4)(x+4)

A. nie ma rozwigzan.

Roéwnanie

B. ma doktadnie jedno rozwiazanie.
C. ma doktadnie dwa rozwiazania.
D. ma doktadnie cztery rozwiazania.

Rozwiazanie

Posta¢ iloczynowa w mianowniku pozwala ,,0d razu” zapisa¢ dziedzing D = R\ {— 4, 4}.

Z kolei rozwiazaniem réwnania x> —4 = 0 s liczby —2 oraz 2. Obie otrzymane liczby tj.

37



VII. FUNKCJA WYMIERNA

x> —4
—2 oraz 2 sa zatem rozwiazaniami rownania. ———— — =0 (z dziedziny wykluczyliSmy
(X—=4)(x+4)

—4, 4). Zaznaczamy odpowiedz C.

A teraz rozwiazemy rownanie, w ktorym wyznaczenie dziedziny ,,pominiemy”, cho¢
w zadnym razie o niej nie zapomnimy.

Zadanie 3.

2x% —x—1

Rozwiaz rownanie 5 =
—-5X"+2x+2

X3

Rozwiazanie

Mogliby$my zacza¢ od wyznaczenia dziedziny rownania. Warunek, ktory pozwolitby
wyznaczy¢ te dziedzing to X —5X* +2x +2 # 0. Jednak wyznaczenie wszystkich
pierwiastkow wielomianu G(X) = X* —5x* +2x + 2 nie jest tatwe (jest to raczej zadanie

z poziomu rozszerzonego). Wyznaczmy wszystkie te liczby, ktore moga by¢

rozwigzaniami tego réwnania. Sa to wszystkie pierwiastki licznika. Ich wyznaczenie
to rozwiazanie réwnania 2X° —X—1=0.

Poniewaz A= (-1)>-4-2-(-1)=1+8=9, wiec

Xz_{_D_J§=1_3——l-X:;{_D+J§=1+3=

| 5 1.
2:2 4 2 2:2 4

: . . . 1 .
Rozwiazaniem rownania 2X° —X—1=0 sg zatem liczby 1 oraz 3 Teraz sprawdzimy,

2x% —x—1

sy’ 1 ox1 2 =0. Wystarczy obliczy¢

czy sg to rzeczywiscie rozwigzania réwnania —
X

warto$¢ wielomianu G(X) = x* —5x* +2x + 2, dla kazdej z nich.

G()=1-5-1>+2-14+2=1-5+2+2=0,

3 2
G(—lj=(—1] —5-(—% +2~(—lj+2=—l—§—1+2=—1—1—0+1=—1§+1=—§¢0.
2 2 2 2 g8 4 g8 8 8 8

Dla x =1 mianownik jest rowny zeru, czyli 1 nie nalezy do dziedziny , wigc nie jest

rozwigzaniem wyj$ciowego rownania. Dla X = ) mianownik przyjmuje wartosci rozne od
zera, wige X = Y jest rozwigzaniem wyj$ciowego rownania.

Przejdzmy teraz do rownan, ktére wymagaja wczesniejszych, prostych przeksztatcen

X) . - . Lt
=0. Najpierw rozwiazmy rownanie, ktore

(
G(¥)

prowadzacych do rownania typu

pojawilo si¢ juz na maturze.
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Zadanie 4.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 4, zadanie 6)

. ) , . 3x-1 2.
Rozw1qzanlem rownania = — _]eSt
TXx+1 5
A, 1 B. Z C. f D. 7
3 7

Rozwiazanie
Nie warto sprawdza¢, ktora z wymienionych liczb jest rozwiazaniem, bo operujac na

ulamkach mozna latwo popelni¢ blad rachunkowy. Zacznijmy od zapisania dziedziny:
1 . .
TX+1#0, x # —7. A teraz ,,wymno6zmy na krzyz” otrzymujac, przy uwzglednieniu

dziedziny, posta¢ rownowazna:
(Bx—=1)-5=2-(7x+1).

Stad kolejno otrzymujemy
15x—-5=14x+2,

I5x—-14x=2—-(-95),
X=7.
Zaznaczamy odpowiedz D.
Uwaga. Wyznaczenie dziedziny tego roOwnania nie jest konieczne. Mozemy przypuscié, ze
jest taka liczba, ktora jest rozwigzaniem tego rownania. Wowczas ,,mnozac na krzyz”
1 wykonujac wszystkie przeksztatcenia jak poprzednio, dojdziemy do wniosku, Ze taka liczba
moze by¢ jedynie X =7. A skoro jedna z podanych odpowiedzi jest poprawna, to oznacza, ze

jest to odpowiedz D.

Zadanie 5.

+x=1

Rozwiaz rownanie
X

Rozwiazanie
Mianownik musi by¢ rézny od zera, czyli X # 0. Doprowadzimy teraz wszystkie wyrazenia

do wspolnego mianownika. Mamy kolejno

x—1 X | X
X X X
x-1 X _x
X X X
,Przeniesiemy” wszystkie wyrazenia na lewa strong i zapiszemy na wspolnej kresce
utamkowe;j
X—1+Xx*—x
2 % %-0,
X
skad po redukcji wyrazow podobnych dostaniemy
x> -1
=0.
X
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Pozostaje rozwiazaé¢ rownanie kwadratowe X* —1=0. Jego pierwiastkami sa liczby 1 oraz —1.
Kazda z nich jest r6zna od 0, sa to wigc rozwiazania wyjsciowego rOwnania.

Zwazywszy na wymagania okreslone w podstawie programowej, powinniSmy by¢
biegli w szkicowaniu wykresow funkcji f(X)= % . Oczywiscie, bezposrednio z definicji
funkcji wymiernej wynika, ze dziedzina tak okre$lonej funkcji jest zbior D = R\ {O}

Funkcja f(x)= % , dla dowolnej, ale r6znej od zera wartosci a, jest szczegdlnym

przypadkiem tzw. funkcji homograficznej. Wczesniejsze roczniki maturzystow rozwiazywaty

migdzy innymi nastgpujace zadanie.

Zadanie 6.  (Egzamin maturalny — sierpiefi 2010, s. 4, zadanie 13)

Do wykresu funkcji f(x) = a dla x # 0 nalezy punkt A= (2, 6). Wtedy
X

A. a=2 B. a=6 C. a=38 D. a=12
Rozwiazanie

Skoro punkt nalezy do wykresu funkcji, to jego wspotrzedne spetniaja rownanie definiujace te

funkcjg. Zatem 6 = % , a stad natychmiast otrzymujemy a = 6-2. Zaznaczamy odpowiedz D.

Wykresem funkcji homograficznej jest hiperbola. Na ponizszym rysunku

przedstawiono wykresy dla trzech r6znych dodatnich wartosci wspoétczynnika a.

]
5
p
3

Ramiona hiperboli znajduja si¢ ,,tylko” w I 1 III ¢wiartce uktadu wspotrzednych.
Ponizsze wykresy pokazuja, ze dla ujemnych warto$ci wspétezynnika a, ramiona

hiperboli znajduja si¢ w I 1 IV ¢wiartce uktadu.

0.5

v
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Uwaga. Ramiona hiperbol, niezaleznie od znaku parametru a, zblizaja si¢ do osi uktadu
wspotrzednych (moéwimy, ze daza asymptotycznie do tych osi lub, Ze osie Ox 1 Oy uktadu sa
odpowiednio asymptota pozioma i pionowa wykresu). Wykres jest ponadto symetryczny
wzgledem poczatku uktadu wspoétrzednych.

Zadanie 7.

Dana jest funkcja f (x)= ; . Naszkicuj wykres funkcji g(x)= f (x)-2. Na podstawie
wykresu podaj:

a)  zbidr warto$ci funkcji g,

b)  miejsce zerowe funkcji g,

c)  zbidr wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja przyjmuje wartosci dodatnie,

d)  zbiér wszystkich argumentow, dla ktorych funkcja g przyjmuje wartosci mniejsze od 2.
Rozwiazanie

Wykresem funkcji f jest hiperbola przedstawiona na rysunku 1.

:‘Ly\
V:: a4 ‘Li
4 \\ 4
3 G
e
» X
EEIE — —t >
\ \
Rys. 1. Rys. 2

Wykres funkcji g uzyskamy przesuwajac wykres funkcji f o 2 jednostki w dot wzdtuz osi Oy.
Wykres funkcji g zostat przedstawiony na rysunku 2. Z tego wykresu odczytujemy kolejno:

a) zbior wartosci funkcji: (—oo, —2) v, (—2, +oo). Mozemy go rowniez zapisa¢ w postaci
R\{-2}.

b) jedyne jej miejsce zerowe: X =2 . Krotko zapisujemy f(x)=0 dla x=2.

¢) zbior argumentow, dla ktérych funkcja g przyjmuje wartosci dodatnie: (0,2).
To mozemy zapisa¢ symbolicznie f(x)>0 dla xe(0,2).

d) zbiér argumentoéw, dla ktorych funkcja g przyjmuje wartosci mniejsze od 2:

(—o0,0)U(1,+). To z kolei mozemy zapisa¢ w postaci f (x)<2 dla

X € (—0,0)U(1,+).
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W zadaniach maturalnych z poziomu podstawowego ciagi pojawiaja si¢ zar6wno
w czgsci zamknigtej, jako rOwniez — stosunkowo czgsto — w czesci otwarte;.

Jedna z umiejgtnosci dotyczaca ciagéw, jaka powinien opanowac kazdy przystgpujacy
do egzaminu maturalnego, jest umiej¢tno$¢ wykorzystania wzoru ciagu. Czgsto jesteSmy
proszeni o podanie, czy tez obliczenie, jakiego$ wyrazu ciagu.

Zilustrujemy umiejgtnosci wykorzystania wzoru ogdlnego ciagu, na przyktadzie kolejnych
zadan.

Zadanie 1.  (Informator maturalny, s. 20, zadanie 2)

Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, =(-1)" % dlan=1,2,3,..0blicz a,, a, i as.
Rozwigzanie

Mamy podany wzor ogélny ciagu (a, ). Nalezy obliczy¢ kolejno: a,, a, i as, czyli drugi,

czwarty 1 piaty wyraz tego ciagu. Wstawiajac za n liczbe 2 dostajemy
2 2-2
a,=(-1)"- > =0.
Tak samo postgpujemy obliczajac dwa pozostate wyrazy:
4 2-4 1 -2 1

a=() =gy

2-5 -3 3

a, =(-1) - =—1.—===

== (1) 5 25 25
., 1 3
Odpowiedz: a, =0, a, =3 as =05

Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 35)
Ciag (a,) jest okreslony wzorem a, = (—3)” ~(9 -~ nz) dla n>1. Wynika stad, ze
A. a3 = —81 B. a3 = —27 C. a3 = 0 D. a.3 > 0

Rozwiazanie

Zeby wskazaé poprawna odpowiedZ najprosciej bedzie po prostu obliczyé trzeci wyraz tego
ciagu. Poniewaz a, = (—3)3 ~(9 - 32) = (—3)3 -0 =0, to poprawng odpowiedzia jest C.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwigzac kolejne zadanie.

Zadanie 3.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 4, zadanie 12)

n

Dla n=1, 2, 3,... ciag (a,) jest okreslony wzorem: a, =(-1) -(3—n). Wtedy

A. a3 <0 B. a.3 :O C. a3 :1 D. a3 >1
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Sposrod wszystkich ciagdw liczbowych dwa typy ciagdéw sa szczeg6lnie wazne. Sa to
ciagi arytmetyczne oraz ciagi geometryczne. Wszystkie arkusze opublikowane przez CKE,
poczawszy od probnego egzaminu w listopadzie 2009 roku, a skonczywszy na egzaminie
prébnym z listopada 2010 roku, zawieraja zadania ,,z ciagu arytmetycznego i ciagu
geometrycznego”. Dlatego dalsza czg$¢ tego opracowania poswigcimy tym dwom rodzajom
ciagow.

Ciag arytmetyczny to taki ciag liczbowy, w ktorym kazdy wyraz z wyjatkiem wyrazu
pierwszego, jest suma wyrazu poprzedniego i ustalonej liczby zwanej rdznica ciagu
arytmetycznego. Te¢ rdznice oznaczamy zazwyczaj przez I'. Poza definicja postugujemy si¢

czgsto wzorem na N-ty wyraz ciagu arytmetycznego: a, =a,; +(n—1)r dlan=1,2,3,....

W rozwiazywaniu zadan bardzo przydatna jest jedna z wtasnosci ciagu arytmetycznego, ktora

a,+a

zapisujemy krotko w postaci zalezno$ci a,, = Nl dla n=2, 3,4,.... Wlasnos¢ ta

mowi, ze jesli ciag (a, ) jest arytmetyczny, to kazdy jego wyraz z wyjatkiem pierwszego
(1 ostatniego, gdy ciag jest skoniczony) jest §rednig arytmetyczng wyrazéw bezposrednio z nim

sasiadujacych i na odwrot, tzn. jesli ciag (a, ) ma tg wlasnos¢, ze kazdy jego wyraz

z wyjatkiem pierwszego (i ostatniego, gdy ciag jest skonczony) jest Srednia arytmetyczna
wyrazow bezposrednio z nim sasiadujacych, to ciag ten jest arytmetyczny.

Niekiedy konieczne jest obliczenie sumy n-poczatkowych wyrazéw ciagu arytmetycznego.
Woéwczas mozemy skorzystaé ze wzoru S, = %- ndlan=1,23,...

Rozwiazmy kilka zadan dotyczacych ciagu arytmetycznego.

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 36, zadanie 5)

Liczby: 1, 3, x—11, w podanej kolejnosci, sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
arytmetycznego. Liczba X jest rowna

A. 5 B. 9 C. 16 D. 20
Rozwiazanie

Poniewaz jest to zadanie zamknigte, wigc mozemy wyeliminowac btedne odpowiedzi,
sprawdzajac, jaki ciag otrzymamy dla kazdej z podanych wartosci X.

Dla x =5 trzeci wyraz podanego w tresci zadania ciagu jest rowny 5—11=-6.
Otrzymalismy ciag (1, 3,—6), ktory arytmetyczny nie jest, bo réznica miedzy drugim

1 pierwszym jego wyrazem jest rowna 2, natomiast roznica migdzy trzecim a drugim jego
wyrazem jest rowna —9 (w przypadku ciagu arytmetycznego obie te roznice bytyby sobie

rowne).
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Tak samo tatwo eliminujemy x =9, bo otrzymujemy ciag (1, 3,—2), ktory nie jest
arytmetyczny. Gdy x=16, to dostajemy ciag (1, 3 5), a to jest ciag arytmetyczny o réznicy 2.
Zatem odpowiedzi D mozemy juz nie sprawdzac (tylko jedna sposrdd podanych jest
prawdziwa).

Moglismy rowniez obliczy¢ te wszystkie wartosci X, dla ktorych ciag (l, 3 X—ll) jest
arytmetyczny. Roznicg ciagu obliczamy natychmiast odejmujac od drugiego wyrazu
pierwszy, r=3—-1=2. Ale trzeci wyraz jest suma drugiego wyrazu i rdznicy ciagu, wigc
X—11=3+2. Stad x=16. Moglismy takze wykorzysta¢ wtasnos¢ ciagu arytmetycznego

1+(x—11)

1 wowczas dostaliby$my rownanie 3 = , Z ktorego obliczamy X=16.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwigzanie zadan 51 6.

Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 36)

Liczby X—1, 41 8 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
arytmetycznego. Wowczas liczba X jest rowna

A. 3 B. 1 C. -1 D. -7

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 64, zadanie 25)

Liczby x—2, 3, x+6 sa w podanej kolejnosci pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu

arytmetycznego. Oblicz X.

Zadanie 7.  (Probny egzamin maturalny — listopad 20009, s. 4, zadanie 13)
W ciagu arytmetycznym trzeci wyraz jest rowny 14, a jedenasty jest rowny 34. Réznica tego

ciagu jest rowna

A. 9 B.

| D
W N

Rozwiazanie

Oznaczmy n-ty wyraz tego ciagu przez @, oraz roznicg tego ciagu przez r. Wtedy tres¢
zadania zapiszemy krotko a; =14 oraz a;; =34 . Wykorzystujac dwukrotnie wzor na n-ty
wyraz ciagu arytmetycznego mozemy te rownosci zapisa¢ w postaci

a,+2r=14 oraz a, +10r=34.
OtrzymaliSmy w ten sposob uktad rownan z niewiadomymi a; 1 r. Nas interesuje jedynie I.

Odejmujac stronami te rOwnania (od drugiego pierwsze) otrzymujemy 8r =20 .
20 5 . gy
Skad r = ) = 5 wigc poprawna odpowiedz to B.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 8.
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Zadanie 8.  (Egzamin maturalny- maj 2010, s. 4, zadanie 11)
W ciagu arytmetycznym (a,) dane sa: @, =13 i a; =39. Wtedy wyraz a jest rowny
A. 13 B. 0 C. -13 D. -26

W kolejnych dwoch zadaniach zastosujemy wzor na sume n-poczatkowych wyrazow

ciagu arytmetycznego.

Zadanie 9.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 6, zadanie 15)

W ciagu arytmetycznym @, =3 oraz a,, = 7. Wtedy suma S, ) =a, +a, +...+a, +a,, jest

réwna

A. 95 B. 200 C. 230 D. 100
Rozwiazanie

Przeanalizujmy to, co mamy dane i to, co chcemy obliczy¢. Mamy dany pierwszy

1 dwudziesty wyraz ciagu arytmetycznego, a chcemy zna¢ sumg¢ dwudziestu poczatkowych
wyrazow tego ciagu. Wykorzystamy wzor na sumg N-poczatkowych wyrazow ciagu
arytmetycznego, ktdry podany zostat tuz przed zadaniem 5. Na egzaminie zawsze mozna go
znalez¢ w Zestawie wzorow (strona 3). Dla sumy dwudziestu poczatkowych wyrazow wzor

ten ma postac

S, =0 +2a2° 20

Teraz wystarczy juz tylko wstawi¢ do tego wzoru dane wyrazy i mamy

820 :3+T72O:100

Poprawna odpowiedzia jest zatem D.

Zadanie 10. (Informator maturalny, s. 26, zadanie 7)

Rozwiaz rownanie (2X+1)+(2X+4)+(2x+7)+...+(2x+28) =155, jesli wiadomo, ze
sktadniki po lewej stronie sa kolejnymi wyrazami pewnego ciagu arytmetycznego.
Rozwigzanie

Poniewaz wiemy, ze skladniki, ktore wystepuja po lewej stronie rownania to kolejne
wyrazy ciggu arytmetycznego, wigc odejmujac od drugiego skladnika pierwszy obliczamy
réznice ciggu. Jest ona rowna (2x+4)—(2x+1)=3. Jesli tak, to lewa strona jest rowna
(2X+1)+(2x+4) +(2X+7) +(2X+10) +(2X+13) +(2X+16) +(2X+19) +(2x+22) +(2x+25) +(2x+28),
a po uproszczeniu 20X+145, wigc rGwnanie ma postac

20x+145=155.

Stad obliczamy X :5 . W przedstawionym sposobie wykorzystalismy jedynie informacj¢
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o tym, ze kolejne sktadniki to wyrazy ciagu arytmetycznego. Na tej podstawie wyznaczyliSmy
pozostate sktadniki sumy ,,ukryte” pod postacia wielokropka. Oczywiscie znacznie bardziej
zmudny bytoby taki sposéb rozwiazania, gdyby po lewej stronie byto o wiele wigcej

sktadnikow.

Przejdzmy teraz do ciagu geometrycznego. Ciag geometryczny to taki ciag liczbowy,
w ktorym kazdy wyraz z wyjatkiem wyrazu pierwszego, jest iloczynem wyrazu poprzedniego
1 ustalonej liczby zwanej ilorazem ciagu geometrycznego. lloraz ciagu geometrycznego

oznaczamy zwykle (. Poza definicja postugujemy si¢ czgsto wzorem na n-ty wyraz ciagu
geometrycznego: a, = .q" ! dla n=2,3,...(dla n=1 wzdr ten roéwniez jest prawdziwy,
oile q#0). Ciag geometryczny ma rowniez — podobnie jak ciag arytmetyczny — wtasno$¢
czesto wykorzystywana przy rozwiazywaniu zadan. Zapisujemy ja krotko w postaci
zalezno$ci an2 =a,_ -8y, dla n=2, 3,4,.... Przypomnijmy, ze jesli q#1, to sumg

n-poczatkowych wyrazow tego ciagu obliczamy ze

wzoru
n

1-q
Sn =a1 1

dlan=1L2,3,..,

natomiast jesli =1, to wzoru tego zastosowac nie mozemy (w mianowniku otrzymaliby$my

wowczas 0), ale wtedy wszystkie wyrazu ciagu sa takie same, wigc wowczas

S,=n-g; dlan=123,..

Zadanie 11. (Prébny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 6, zadanie 14)

W ciagu geometrycznym (a,) danesa: & =2 i a, =12. Wtedy

A. a, =26 B. a, =432 C. a,=32 D. a,=2592

Rozwigzanie

Na podstawie pierwszego i drugiego wyrazu ciaggu geometrycznego obliczamy iloraz tego

ciagu. Iloraz ten jest rowny 6. Zatem obliczajac kolejno trzeci i czwarty wyraz otrzymujemy
a,=a,-0=12-6=72, a,=a,-0=72-6=432,

wigc poprawna odpowiedz to B.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadan 12 1 13.

Zadanie 12. (Informator maturalny, s. 42, zadanie 24)
Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 4, a czwarty wyraz tego ciagu jest rowny —2.
Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny

A. 16 B. -16 C. 8 D. -8
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Zadanie 13. (Informator maturalny, s. 54, zadanie 10)
Trzeci wyraz ciagu geometrycznego jest rowny 4, a piaty wyraz tego ciagu jest rowny 1.

Pierwszy wyraz tego ciagu jest rowny

A. 4 B. 42 C. 16 D. 16V2

Przedstawimy teraz rozwiazanie kolejnego zadania.

Zadanie 14. (Informator maturalny, s. 81, zadanie 37)

Liczby -8, 41 x+1 (w podanej kolejnosci) sa pierwszym, drugim i trzecim wyrazem ciagu
geometrycznego. Wowczas liczba X jest rowna

A, 3 B. -L5 C. 1 D. 15

Rozwigzanie

Pierwszy wyraz ciagu jest rowny —8, drugi jest réwny 4, wigc iloraz tego ciagu jest rowny
4 1 o . . S : .
q= =< 7 Poniewaz trzeci wyraz to iloczyn wyrazu drugiego i ilorazu ciagu, wigc jest

1 . . . .
réwny 4-0=4- (—E] =-2. Porownujac to z podanym trzecim wyrazem dostajemy rownanie

X+1=-2.
Stad X = -3 . Poprawna odpowiedz to A.
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Juz w gimnazjum omawiane byty zwiazki miarowe w trojkatach prostokatnych, ktorych
odpowiednie katy byty rowne 30°, 45°, 60°. Ale w dowolnym trdjkacie badanie zwiazkow
miarowych w zasadzie wymaga stosowania funkcji trygonometrycznych. Definicje funkc;ji

oraz podstawowe zwiazki miedzy nimi podane sa w Zestawie wzorOw na stronach 141 15.

Zadanie 1.

W trojkacie prostokatnym o kacie ostrym « , przeciwprostokatna na dtugos¢ 16,

a przyprostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma dtugos¢ 8. Oblicz wartosci funkcji sinus,
cosinus i tangens kata « oraz miarg tego kata.

Rozwigzanie

. I : 8 1
Zauwazmy, ze ,,mamy wszystko” by obliczy¢ wartos$¢ funkcji sinus: sina = 6 = 3 Aby

obliczy¢ wartos¢ funkcji kosinus mozemy skorzystac, ze wzoru nazwanego jedynka

, . . .. 1 )
trygonometryczna (patrz Zestaw Wzoréw): sin o +cos” a = 1. Poniewaz sina = 5 wike

1 2
(—j +cos’a =1,
2

cos’a=1-+=3
4

mozemy zapisa¢ rOwnanie

Stad

3 3
cosa =7 lub cosar =——.

Kat a jest ostry, wigc wszystkie funkcje trygonometryczne tego kata sa dodatnie, czyli

3 , i L, sina
cosa = Bl Aby wyznaczy¢ tangens kata @ wykorzystamy rownos¢ tga =
cosa

(patrz

1
] 2 3 . . .
Zestaw wzoréw). Stad tga = % = ﬁ =5 Pozostaje podaé¢ miare kata. Poniewaz
2

%)

) |
sinx :E’WIQC a =30°.
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Mozemy tez, zamiast wykorzystywac¢ zwiazek migdzy sinusem, cosinusem i tangensem tego
samego kata, postapi¢ inaczej. Z twierdzenia Pitagorasa obliczmy dlugos$¢ trzeciego boku —
przyprostokatnej b. Otrzymujemy kolejno

b*+8° =16,

b’ +64 =256,

b’ =256-64,

b*=192.

Poniewaz b > 0, wigc b= V192 =/3-64 =83 . Teraz juz mozemy obliczy¢ wartosci

pozostatych funkcji korzystajac jedynie z ich definicji (takze podanych w Zestawie wzorow):

83 _V3 8 1 _\3

cosag=—=—, tga=—+ .
6 2 ¢ 83 3 3

Na maturze pojawilo si¢ ponizsze zadanie.

Zadanie 2.  (Egzamin maturalny — sierpien 2010, s. 6, zadanie 16)

. . 3 . .
Kat o jest ostry 1 cosa = rk Wtedy sina jest rowny

Al B P2 c. 7 !
4 4 4
Rozwigzanie

Pierwszy sposob

. . 3 . 7 e . r c 2 2
Poniewaz cosa = 1 oraz dla wszystkich wartoS$ci kata zachodzi wzor sin” o +cos” o =1

(zwany jedynka trygonometryczna), wigc podstawiajac w miejsce cosinusa utamek 2

3 2
sin2a+(—j =1,
4

sin2a+i:1,
16

otrzymujemy

V7

7
Stad wartos$¢ funkcji sinus moze by¢ rowna 7 lub 1 Ale dla katéw ostrych warto$ci

. . . . 7
wszystkich funkcji trygonometrycznych sa dodatnie, zatem sina = 4 Zaznaczamy

odpowiedz C.
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Drugi sposob

Skorzystamy teraz z metody, ktora sprowadza to zadanie do trojkata prostokatnego.
3 . : . .
Zbudujmy trojkat prostokatny, dla ktorego cosa = 1 Jest ich wiele, ale jednym z nich

jest ten, w ktorym przeciwprostokatna ma dtugos¢ 4, a przyprostokatna lezaca przy kacie ma

dhugo$¢ 3 (patrz rysunek).

b=3
Korzystajac z twierdzenia Pitagorasa obliczymy dtugos$¢ drugiej przyprostokatnej
¥ +a’ =47,
a’=4"-3=16-9=7,
a=+7.

Teraz mozemy obliczy¢ warto$¢ sinusa kata o (réwniez 1 pozostatych funkcji

trygonometrycznych tego kata)

W7
sSiIne =——.
4

.. : . . 3
A co byloby gdyby$my narysowali inny trojkat, w ktérym cosinus takze jest rowny 2 ?

Na przyktad taki, jak na rysunku ponize;j.

o
Il
o0

b=6
Tez otrzymaliby$Smy poprawne rozwiazanie. Po skorzystaniu z twierdzenia Pitagorasa
dostalibySmy
6°+a’ =8,
a’=8-6"=64-36=28,
a=~28=27.
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Stad sinus bytby rowny

sina =

21 _i
8 47
a wigc tak samo jak wczesniej. Tych samych wynikow nalezato oczekiwaé, gdyz oba

rozpatrywane trojkaty sa podobne, wigc ich odpowiednie katy sa takie same, a skoro

tak, to i wartosci funkcji trygonometrycznych tych katow sa jednakowe.

W maju 2010 r. zdajacy musieli rozwiaza¢ dwa nast¢pujace zadania.

Zadanie 3.  (Egzamin maturalny — maj 2010, 5.6, zadanie 14)

Kat o jestostry i sina = R Warto$¢ wyrazenia 2 —cos” & jest rowna

25 b 3 ¢ p. 3!
16 2 16 16
Rozwiazanie

Tym razem proponujemy zastosowac jedynkg trygonometryczna. Poniewaz

.2 2 . 2 .2 . . . 3
sin“a +cos” @ =1, wigc cos” @ =1—sin” « . Podstawiajac sina = 2 mamy

2
coszazl—[ij =1—2=l.
4 16 16

L , 7 32 7 25
Zatem warto$¢ wyrazenia jest rowna 2—cos’ @ =2 —— = ——— =~ Zaznaczamy A.

16 16 16 16

Zadanie 4.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 12, zadanie 29)
. . 5 .
Kat o jest ostry 1 tga = o Oblicz cos « .

Rozwiazanie
Tym razem proponujemy narysowac odpowiedni trojkat prostokatny i zastosowa¢é

twierdzenie Pitagorasa.

12
Otrzymujemy wowczas
5 +12° =¢°,
25+144=c?,
169 =c?,
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13 =¢?,
c=13.

Zatem coso = 2 .
13

Dotychczas zawsze interesowat nas jeden z katéw ostrych w trojkacie prostokatnym,

ktory nazywaliSmy « . A przeciez jest rowniez drugi kat ostry — oznaczmy go £.

B

b
Suma miar wszystkich trzech katéw trojkata jest rowna 180°, jeden z katow ma miarg 90°,
wigc o + f+90°=180°. Stad otrzymujemy a + =180°-90°=90°, czyli f=90°—«c .
Zauwazmy ponadto, ze sina = % =cos ff,0raz cosa = % =sin . Prawdziwy jest wiec

wzbr sin(90° —a)=cosa .

Zadanie S.
Katy a oraz £ maja odpowiednio miary 34°20'i 55°40'. Oblicz doktadna warto$¢
wyrazenia sin’ a +sin’ f3.
Rozwiazanie
Punktem wyj$cia musi by¢ spostrzezenie, ze 34°20'+55°40'=90°. Czyli katy a oraz [ sa
katami ostrymi w pewnym trdjkacie prostokatnym. Zastosujemy zalezno$¢
sin(90°— &) = cosar dlakata o = 34°20", wtedy sin(90° —34°20") = cos34°20', ale jak
wcezesniej zauwazylismy 90° —34°20'= 55°40', czyli
sin 55°40'= sin(90° —34°20') = cos34°20'".

Wro¢my do wyrazenia, ktdrego warto$¢ mamy obliczy¢
sin® a +sin” B = sin” 34°20'+sin’ 55°40' .
Zamiast sin 55°40" mozemy podstawi¢ cos34°20', gdyz wyzej tg¢ rownos¢ wykazaliSmy.
Wtedy mozemy kontynuowac

sin> @ +sin® B =sin” 34°20'+sin” 55°40'= sin” 34°20'+cos” 34°20".
Dla dowolnego kata ¢ prawdziwa jest tozsamo$é sin” @ +cos” @ =1, wiec w szczegdlnosci

jest tez prawdziwa dla ¢ =34°20". Stad sin®34°20" + cos>34°20'=1.
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Nie zawsze jednak potrafimy poda¢ dokladne miary kata dla zadanych funkcji
trygonometrycznych. Musimy wowczas korzystaé z tablic zamieszczonych w Zestawie

wzordw. Rozwiazujac ponizsze zadanie, przypomnimy jak z nich korzystac.

Zadanie 6.

W trojkacie prostokatnym o kacie ostrym « , przyprostokatna lezaca naprzeciw tego kata ma
dhugo$¢ 32, a przyprostokatna lezaca przy tym kacie ma dtugos¢ 25. Podaj, z doktadnoscia do
jednego stopnia, miarg kata « .

Rozwigzanie
o . . 32
Tym razem ,,najtatwiej” skorzysta¢ z funkcji tangens. Mamy tga = >s =1,28. Trudno

,,odgadna¢” kat, ktorego tangens ma warto$¢ 1,28. Postuzymy sig tablicami zawierajacymi
przyblizone warto$ci funkcji trygonometrycznych katéw ostrych. Znajdziemy je réwniez

w Zestawie wzorOw na stronie 17. Fragment tych tablic zostat przedstawiony ponize;.

sina
all | oy | e | AL

46 0,7193 1,0355 44
47 0,7314 1,0724 43
48 0,7431 1,1106 42
49 0,7547 1,1504 41
50 0,7660 1,1918 40
51 0,7771 1,2349 39
52 0,7880 1,2799 38
53 0,7986 1,3270 37

W kolumnie odpowiadajacej funkcji tangens zaznaczona jest wartos¢, ktora jest najblizsza
wartosci 1,28; w pierwszej kolumnie odczytujemy wartos$¢ kata « , dla ktérego funkcja

tangens przyjmuje wartos¢ 1,2799 . Jest to 52°.
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Geometria analityczna nie wystepuje najczesciej jako oddzielny dziat matematyki
realizowany w szkole. Umiejetnosci z geometrii analitycznej sa porozrzucane po catym
programie nauczania. Dlatego warto zebra¢ 1 omowic¢ je w jednym miejscu. Tu omowimy
pojgcie odlegto$ci migdzy dwoma punktami na plaszczyznie kartezjanskiej oraz pokazemy na
wybranych przyktadach zadan zastosowanie réwnania prostej. Rownania prostych
prostopadtych oraz rownania prostych rownolegtych zostalty omowione w rozdziale Funkcja
liniowa.

Odleglo$¢ migdzy punktami w ukladzie wspolrzednych na plaszezyznie. Majac
dane wspolrzegdne dwoch punktéw A i B mozemy obliczy¢ odleglo$¢ migdzy tymi punktami.

Odlegtos¢ miedzy punktami A i B oznaczamy najczesciej symbolem |AB| lub AB. Jesli zatem

A=(Xs,¥a) 1 B=(Xg,Yg),to odlegtos¢ |AB| mozemy obliczy¢ stosujac wzor

|AB| :\/(XB - XA)2 +(yB - yA)2

Zadanie 1.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 6, zadanie 19)

Dane sa punkty A=(-2,3), B =(4,6). Dlugo$¢ odcinka AB jest rowna

A. 208 B. 52 C. 45 D. /40

Rozwiazanie
Wykonanie rysunku w zadaniu pomaga najczesSciej w jego rozwigzaniu. Niekiedy
wykonanie doktadnego rysunku nie jest mozliwe (np. wspoirzedne punktow sa bardzo duze).

W tym przypadku wykonanie rysunku nie powinno sprawi¢ zadnych trudnosci.

F'S
y

B=(4,6)

2 -1

Dhugos¢ odcinka AB, czyli odlegto$¢ migdzy punktami A 1 B mozemy obliczy¢ oczywiscie
bez znajomosci podanego wzoru. Wystarczy uzupetni¢ rysunek o punkt C taki, zeby trojkat

ABC byt prostokatny i odcinek AB byt jego przeciwprostokatna i zeby przyprostokatne
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trojkata byty rownolegle do osi uktadu wspotrzednych. Wtedy nietrudno zauwazy¢, ze

|AC| =6 i|CB|=3. Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy

|AB| = J|AC| +|CB|" = V6> +3* =36 +9 =+/45 .
Stosujac wzor na odlegtos¢ migdzy dwoma punktami na ptaszczyznie kartezjanskiej w istocie

rzeczy wykorzystujemy twierdzenie Pitagorasa. Mamy wtedy

|AB| Z\/(XB _XA)2 +(¥a - yA)2 =\/(4_(_2))2 +(6_3)2 Z\/m:\/g'

Poprawna odpowiedzia jest wiec C.

Podobnie mozna postapi¢ rozwiazujac zadanie 2. To zadanie proponujemy jako ¢wiczenie.
Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 62, zadanie 21)
Punkty A=(-3,-5), B=(4,-1), C =(-2,3) sa wierzchotkami tréjkata réwnoramiennego.

Oblicz dlugos¢ ramienia tego trojkata.

NajczeSciej samo obliczenie odleglosci migdzy dwoma punktami jest jednym
z elementow rozwiazania. Zazwyczaj jest to element najwazniejszy. Tak jest w kilku

kolejnych zadaniach.

Zadanie 3.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 22)

Punkty A=(-5,2) i B=(3,-2) sa wierzchotkami trojkata rownobocznego ABC. Obwod
tego trojkata jest rowny

A. 30 B. 45 C. 1245 D. 36

Rozwigzanie

Tu réwniez mozemy wykona¢ rysunek, na ktorym zaznaczamy odpowiedni punkt P,

-
y

P A4 B=(3,-

N—’

Z twierdzenia Pitagorasa obliczamy

|AB| = \J|AP|" +|PB[" =v4* +8 =16+ 64 = /80 =/16-5 =45 .

Oczywis$cie ten sam rezultat uzyskamy stosujac wzor na odlegto$¢ migdzy dwoma punktami

na plaszczyznie kartezjanskiej (Zestaw wzorow, strona 4)

1R8] = (e = Xu ) + (Yo = Va) =y(3=(=5)) +(-2=2)" = /8> +(~4) =8O =45
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Obliczylismy dlugos$¢ boku trojkata rownobocznego, wigc obwod tego trojkata jest rowny

3.445 =1245.

Poprawna odpowiedzig jest wigc C.

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 22, zadanie 7)

Oblicz odlegtos¢ punktu A od srodka odcinka BC, gdzie A=(1,3), B=(4,7), C =(-2,-3).
Rozwigzanie

Niech S oznacza $rodek odcinka BC. Wtedy korzystajac z podanych wzorow na wspolrzedne
srodka odcinka obliczamy

s :(XB+XC’yB+ycj:(4+(_2)’7+(_3)J:(1’2)-

2 2 2 2

Wykonanie rysunku w tym zadaniu utwierdzi nas w przekonaniu, Ze otrzymaliSmy

dobre wspoélrzedne.

99)

C

Teraz mozemy obliczy¢ odlegto$¢ miedzy punktem A i punktem S. Poniewaz pierwsze
wspotrzedne tych punktow sa rowne, wigc odleglos$¢ t¢ mozemy od razu podac obliczajac
jedynie warto$¢ bezwzgledna z réznicy drugich wspotrzednych tych punktéw, czyli od
wigkszej z tych wspotrzednych odejmujemy mniejsza.

|AS|=[3-2|=1
Mozemy oczywiscie zastosowa¢ wzor na odlegltos¢ miedzy dwoma punktami uzyskujac ten

sam rezultat.

AS|= (% =%, )+ (¥s = ¥a)' =J(1=1) +(2=3) = 0> + (1)’ =+ =1

Odpowiedz. Odlegtos¢ punktu A od $rodka odcinka BC jest rowna 1.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 5.
Zadanie 5.
Punkty A=(-5,1) i C =(9,—1) sa przeciwleglymi wierzchotkami kwadratu ABCD. Promien

okregu wpisanego w ten kwadrat jest rowny

A. 1042 B. 5\2 C. 5 D. 10
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Jedna z podstawowych 1 waznych umiejetnosci, ktéra jest niezbedna do osiagnigcia
sukcesu na egzaminie maturalnym z matematyki jest umiejetnos¢ wyznaczania réwnania
prostej oraz umiejgtnos¢ wykorzystania rOwnania prostej, gdy jest ono dane. W kolejnych
zadaniach bedziemy te umiejgtnosci ¢wiczy¢.

Przypomnijmy jednak najpierw, w jaki sposéb wyznaczamy réwnanie prostej przechodzace;j

przez dwa dane punkty. Zrobimy to rozwiazujac ponizsze zadanie.

Zadanie 6.
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A=(3,5) i B=(3,-2).

Rozwiazanie

4 3

=)

A

4

Pierwsze wspolrzedne punktow A i B nie sa rowne, wigc prosta jest wykresem funkcji

liniowej. Jej rownanie mozemy zapisa¢ w postaci y =ax+D.

Punkt A=(-3,-2) lezy na tej prostej, wigc jego wspotrzedne spetniaja jej rownanie, czyli
—2=a-(-3)+bh.

Podobnie punkt B =(8,5) lezy na tej prostej, wigc jego wspotrzedne réwniez spetniaja jej

réwnanie, czyli
5=a-8+b.
OtrzymaliSmy w ten sposob uktad rownan z niewiadomymi a i b.

{—2=a-(—3)+b.

5=a-8+hb

Rozwiazujemy ten uktad (najprosciej odjac stronami réwnanie pierwsze od drugiego)

7=11-a,
skad mamy
7
a=—.
11
Teraz wstawiajac obliczone a do ktoregokolwiek rownania uktadu obliczamy b.
5= ’. 8+b,
11
__ 1
1
1
W rezultacie prosta AB ma réwnanie postaci Yy = 1 X— T
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Podany sposob wyznaczania rOwnania prostej, jakkolwiek skuteczny, jest
zazwyczaj czasochlonny, trzeba zwykle upora¢ si¢ z rozwigzaniem uktadu roéwnan, gdzie
nierzadko pojawiaja si¢ ulamki zwykle, a jesli tak, to o pomylke nietrudno. Znacznie
szybciej wyznaczymy réwnanie prostej wykorzystujac gotowy wzér, ktory mozemy
znalez¢ w Zestawie wzorOw na stronie 5. Wzor ten ma postac

(Vs = ¥a)(X=%a) = (X =X )(Y = ¥4) =0
Zaletg tego wzoru jest to, Zze mozemy go zastosowac sytuacji, gdy pierwsze wspolrzedne

danych punktow sa rowne, wtedy prostej nie mozna opisa¢ r6wnaniem kierunkowym.
Z taka sytuacja mamy do czynienia w kolejnym zdaniu.

Zadanie 7.
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty A= (3,5) 1B= (3, - 2) .

Rozwigzanie

Podstawiajac wspotrzedne punktow A i B do podanego wzoru mamy

(=2-5)(x=3)—(3-3)(y-5)=0. Stad x=3.

Zadanie 8.  (Informator maturalny, s. 85, zadanie 64)

Wyznacz rownanie prostej zawierajacej srodkowa CD trojkata ABC, ktérego wierzchotkami
sa punkty: A=(-2,-1), B=(6,1), C =(7,10).
Rozwiazanie

Sporzadzamy rysunek w ukladzie wspotrzgdnych. Na razie zaznaczamy na nim punkty ABC.

P6zniej mozemy go uzupetnié.

y C

/]
/|

. /o]

) |

doy [

_, // II

//

l/l // X
b ZI//( [
/_“\1- =
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Wyznaczamy najpierw wspotrzedne punktu D, ktory jest srodkiem boku AB
D:(XA+XB ’ yA+yBj:(—2+6,—1+lj:(2,0)'

2 2 2 2
Warto zaznaczy¢ ten punkt na sporzadzonym rysunku i przekonac si¢, czy nasze

obliczenia sg poprawne.
Teraz pozostaje juz tylko wyznaczy¢ rdwnanie prostej zawierajacej sSrodkowa CD trojkata

ABC. Stosujac podany przed zadaniem wzor dostajemy
(10-0)(x-2)—-(7-2)(y-0)
10(x—-2)-5y=0.

0,

Dzielac obie strony tego roOwnania przez 5 otrzymujemy rownanie w postaci

2X—y—-4=0.
Jest to rOwnanie prostej w postaci ogolnej. Latwo z niej roOwniez otrzymaé rdwnanie w postaci
kierunkowej, wystarczy doda¢ do obu stron réwnania y. Mamy wtedy Yy = 2X —4 . Mozemy

teraz uzupehic nasz rysunek rysujac prosta o wyznaczonym roOwnaniu i sprawdzajac

poprawnos$¢ naszych obliczen.

y C
/7|
// |
/ /|
/ |
. / |
1/ |
/ |
A/
/ —
= 75

Odpowiedz. Prosta zawierajaca srodkowa CD trojkata ABC ma rownanie postaciy =2X—4.
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Okregiem jest zbidr punktow ptaszczyzny, ktore sa réwno oddalone od jego $rodka.

Te odlegto$¢ nazywamy promieniem i zwyczajowo oznaczamy litera r. Jezeli przez S = (a, b)
oznaczymy w uktadzie wspolrzgdnych srodek okreggu, a przez (X, Y) wspotrzedne dowolnego

punktu P lezacego na okrggu, to korzystajac ze wzoru na odlegto$¢ migdzy dwoma punktami

w uktadzie wspolrzednych na ptaszczyznie oraz réwnosci |SP| = r otrzymujemy

\/(x—a)2+(y—b)2 =r.

Po podniesieniu do kwadratu otrzymujemy rownanie okrggu w postaci kanoniczne;j

(x—a)> +(y—-b)> =r>.

Ponizsze dwa zadania pokazuja, ze posta¢ kanoniczna jest czgsto wykorzystywana do
budowania zadan maturalnych.
Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 21)

Wskaz rownanie okregu o promieniu 6.

A, X>+y’=3 B. X’+y’=6 C. X’ +y* =12 D. x> +y*=36
Rozwiazanie

Po prawej stronie rownania okregu, w postaci kanonicznej, jest kwadrat dtugosci promienia,
wigc zaznaczamy odpowiedz D (poniewaz r° =6 =36).

Zadanie 2.  (Egzamin maturalny — sierpiefi 2010, s. 8, zadanie 21)

Okrag o rownaniu (X + 2)* + (y —1)> =13 ma promien rowny

A. V13 B. 13 C. 8 D. 22
Rozwigzanie

Oczywiscie z tego samego powodu jak wyzej, z rownania wynika, ze r> =13, czyli r = V13,
Zaznaczamy wigc odpowiedz A.

Przejdzmy do umiejgtnosci rysowania okregdw w uktadzie wspotrzednych.

Zadanie 3.

Naszkicuj w uktadzie wspotrzednych okrag o rownaniu (X —3)* +(y —4)* = 25.
Rozwiazanie

Posta¢ kanoniczna pozwala niemal ,,0d razu” odczyta¢ informacje niezbedne do
naszkicowania okregu. Zauwazamy tylko, ze 25 =57, czyli réownanie mozna zapisaé

w postaci (X—3)* +(y—4)> =5°. Popatrzmy na oba réwnania — to z tresci zadania, i to
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okreslajace posta¢ kanoniczna réwnania okregu
(x=3)"+(y-4)" =5,
(x—a)’ +(y-b)*=r?.
Stad wida¢, ze a=3, b=4, r =5, co oznacza, ze srodkiem okregu jest punkt S = (3, 4),

apromien r =5.

L 4ol

Zadanie 4.
Naszkicuj w uktadzie wspotrzednych okrag o rownaniu (X +1)* +(y —2)> =8.
Rozwiazanie
Rownanie mozna zapisa¢ w postaci (X + 1)2 + ( y-— 2)2 = (\/g )2 . Powtérzmy ,,operacje”
poréwnywania rownan z zadania i postaci kanonicznej

(x+1)+(y-2) =(\B) ,

(x—a) +(y-b)" =r*,

Stad wida¢ ,,od razu”,ze b=2, r = V8. Zeby ustali¢ a, czyli pierwsza wspotrzedna $rodka
okregu, wystarczy zapisa¢ wyrazenie (X+1) w postaci (x - (—1)) . Teraz dopiero ,,widac”, ze

a=-1.Stad S =(-1,2), a promief r=-/8.

(XF1Y ok (y=2)2=8

AN 7

L 4ol

Rozwazmy teraz rOwnanie z ostatniego zadania i zastosujmy wzory skroconego mnozenia,
rozwijajac odpowiednio wyrazenia (X +1)* oraz (y—2)°. Poniewaz (X +1)° = x> +2x+1

i(y—=2)? =y? —4y+4, wicc rownanie (X +1)> +(y—2)> = (2+/2)? jest rownowazne
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rownaniu (x> +2x+ 1)+ (y> —4y +4) = (24/2)?, a po podniesieniu prawej strony réwnania
do kwadratu i przeniesieniu na lewa strong otrzymujemy X +2X+y> —4y -3 =0. Jest to

postac¢ ogdlna rownania tego okregu.

W Zestawie wzorow znajdujemy nastepujace rownanie okregu o srodku w punkcie S = (a, b)
1 promieniu r
x> +y>—2ax-2by+c=0,gdy r’ =a*+b*-c>0.

Popatrzmy wigc na nastgpujace zadanie.
Zadanie 5.
Znajdz dtugo$¢ okregu o rownaniu X° —6X+Yy* -8y =0.
Rozwiazanie
Poroéwnajmy réwnanie z zadania i posta¢ ogélng réwnania okregu.

X*+y>— 6x— 8y =0,

X* +y’>—2ax—2by+c=0.
Wspotczynniki przy X sa odpowiednio rowne —6 oraz —2a, zatem —2a=-6, czyli a=3.
Podobnie poréwnujac wspotczynniki przy y dostajemy —2b = -8, stad b=4.
Musimy jeszcze obliczyé warto$¢ wyrazenia a” +b* —¢ i sprawdzié, ze jest ona wigksza od
zera. Oczywi$cie w naszym rownaniu ¢ = 0 i wobec tego 3° +4° —0=25. Zatem r* =25,
czyli r = 5. Szukana dlugo$¢ okregu jest wigc roéwna 27 -r=2-7-5=10rx.
Uwaga. Nie kazde ré6wnanie, w ktorym wystepuja obie zmienne X, y w drugiej potedze,
jest rownaniem okregu - w szczegdlnoéci na przyktad rownanie X° +y’ +4Xx+4=0.
Postgpujac analogicznie jak poprzednio obliczamy a i b. Otrzymujemy: —2a =4, czyli
a=-2oraz —2b=0, czyli b=0. Poniewaz a* +b* —c=(-2)> +0* —4 =0, wiec nie jest
speliony warunek a* +b* —c > 0. Zatem to nie jest rownanie okregu.

Zastosujmy teraz umiejgtnosci zwigzane z rownaniem okregu do rozwiazania zadania 6, ktére

pojawito si¢ na maturze.

Zadanie 6.  (Egzamin maturalny — sierpien 2010, s. 11, zadanie 29)

Wyznacz rownanie okregu o srodku w punkcie S =(4,—2) i przechodzacego przez punkt
0=(0,0).

Rozwigzanie

W tresci zadania nie jest wskazane, o jaka posta¢ rownania okrggu chodzi, mamy wigc
swobodg — bedziemy szuka¢ postaci kanonicznej. Poniewaz a =4, b = -2, wigc mozemy
zapisaé (X —4)”> + (y +2)* =r’. Aby wyznaczyé r* skorzystamy z faktu, ze punkt O lezy na

okregu, a wigc jego wspotrzedne spetniaja rownanie tego okregu
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(0-4)+(0+2) =r?,
4 +2°=r7,
20=r2.
Mozemy juz teraz napisaé rozwiazanie: (X —4)* +(y +2)’ =20.
Rozwiazemy kilka zadan, w ktérych przeanalizujemy potozenie okrggu w uktadzie
wspotrzednych, czy tez wzgledem proste;.
Zadanie 7.
Liczba punktéw wspdlnych okregu o rownaniu (X —3)* + (Y +2)* =9 z osiami uktadu
wspotrzednych jest rowna
A. 0 B. 1 C. 3 D. 4

Rozwigzanie

Zauwazmy, ze promien okregu jest rowny 3 (poniewaz r> =9). Srodek okregu ma
wspotrzedne S =(3, —2), wige jego odlegtosé od osi Oy jest rowna 3, a odlegtos$¢ od osi Ox
jest roéwna 2. Okrag jest wigc styczny do osi Oy (okrag i 0§ Oy maja jeden punkt wspolny)

1 przecina 0§ Ox w dwoch punktach. Zaznaczamy odpowiedz C.

Zadanie 8.

Oblicz wspotrzedne punktéw przecigcia prostej o rownaniu Yy =3X —2 z okregiem
o rdwnaniu o réwnaniu (X — 3)2 +(y— 2)2 =25.

Rozwiazanie

Sporzadzenie rysunku nie jest konieczne. Rysunek zostal zamieszczony jedynie dla

zilustrowania sytuacji.

y [y =3x-
/
/ S=(3,2)
1/

\ |/ / X
) 1_{/ 10

/ (=324 (y-2)2=25

/

Wspotrzedne kazdego punktu przecigcia prostej i okregu spetniaja zard6wno rownanie okrggu
jak i rownanie prostej. Wystarczy zatem rozwiazaé¢ uktad rownan

{(x—3)2+(y—2)2=25.

y=3x-2
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Podstawiajac do pierwszego rownania 3X — 2 w miejsce Y otrzymujemy rownanie
(x=3)" +(3x-2-2)" =25.
Rozwiazujac je dostajemy kolejno
(x=3)" +(3x-4)" -25=0,
X —6X+9+9x* —24x+16-25=0,
10x* =30x =0,
10x(x—-3)=0.
Stad X =0 lub x =3 W ten sposob obliczyliSmy pierwsze wspotrzedne punktow przecigcia

prostej i okregu. Stad i z drugiego roéwnania obliczamy drugie wspotrzedne tych punktow.

Gdy x=0,towbéwczas Yy=3-0—-2=-2,agdy x=3,to y=3-3—-2=7. Zatem prosta
przecina okrag w punktach A=(O,—2) 1B =(3, 7).

Odpowiedz: Wspéhrzedne punktow przecigeia sa rowne A=(0,-2) i B=(3,7).

Zadanie 9.
Dane sa okregi o réwnaniach (X + 8)2 +(y+ 4)2 =100, (x- 12)2 +(y-1 1)2 =225 . Oblicz

wspotrzedne punktow wspolnych tych okregdw.
Rozwiazanie

Sporzadzmy rysunek w uktadzie wspotrzednych. Srodek pierwszego okregu to punkt
A=(-8,—4), a promien jest réwny I, =10 . Srodkiem drugiego okregu jest punkt

B =(12,11), promien tego okregu jest rowny 1, =15.

-
ol (X-12)2+ (y-11)?
4 ,-// o
Wi
B=(12,11)
\ /
X
)
0 6 -14 -12 -10 6 4 2 0 12 14 16 18 2 2 24 26 28 30
'\\ ,/
A=(=8,=4)
A XFRPE T (y+4)P="100

Mimo, ze mozemy oba te okregi narysowac¢ bardzo doktadnie, to jednak na podstawie
rysunku nie mozemy z calta pewnos$cia podac liczby punktoéw wspdlnych tych okregow.
Liczbg t¢ mozemy okresli¢ rozwiazujac uktad réwnan. Jednocze$nie obliczymy wspotrzedne

tych punktow.
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(x+8) +(y+4) =100
(x—=12) +(y—11) =225

Przeksztatcajac rownania otrzymujemy

X* +16X+64+Yy> +8y+16=100
X2 —24X+144+y> =22y +121=225"

X +y* +16x+8y =20
X2+ y? —24x—22y =40

Odejmujac stronami od pierwszego z rdwnan drugie dostajemy

16X+ 8y +24x+22y =20+40,

czyli
40x+30y =60.

Stad y =—-2x+2. Podstawiajac teraz —3X +2 w migejsce y do rownania
X* +y* +16x+8y =20 dostajemy réwnanie z jedng niewiadoma X

X2+ (—2x+2) +16x+8(~4x+2)=20.
Przeksztatcamy to réwnanie

X +28x —Lx+4+16X+-2x+16-20=0,

Rownanie ma jedno rozwiazanie X =0. Stad y =—%-0+2=2. Oznacza, ze dane okrggi maja

tylko jeden punkt wspdlny M = (0, 2) .
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Planimetria jest obszernym dzialem matematyki. Powtorka nasza nie bgdzie
systematycznym powtorzeniem tego dziatu, zajmiemy si¢ wybranymi zadaniami, ktore
zostaty opublikowane przez CKE.

Na poczatek rozwiazemy kilka zadan, w ktorych pojawia si¢ pojecie pola figury.
Zadanie 1.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 34)

Pole kwadratu wpisanego w okrag o promieniu 4 cm jest rowne

A. 64 cm’ B. 32cm’ C. 16cm’ D. 8cm’
Rozwigzanie

Promien okrggu opisanego na kwadracie jest potowa przekatnej tego kwadratu, wige
przekatna kwadratu ma dhugo$¢ 8 cm. Ze wzoru d = a2 na dhugos¢ d przekatnej kwadratu

o boku dhugosci a mozemy obliczy¢ dtugosé boku kwadratu:

8=ay2,
8 _ 82 82 _, o

stad

N RN BN

Pole kwadratu jest wigc réwne

2
P=a’ =(4\/§) =32 cm’.
Wybieramy poprawna odpowiedz — B.

Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 34)

Oblicz pole trojkata rownoramiennego ABC, w ktorym |AB|=241i |AC|=|BC|=13.

Rozwigzanie
Postuzymy si¢ wzorem na pole trojkata
1
P=—a-h.
2
Za podstawg trojkata mozemy przyja¢ dowolny jego bok. Cata trudno$¢ rozwiazania zadania
sprowadzi si¢ wigc do obliczenia wysokos$ci opuszczonej na wybrang przez nas podstawe

Przyjmijmy za podstawe bok AB. Sporzadzmy rysunek trdjkata i zaznaczmy na nim wysokos¢

opuszczong na ten bok.

13 13
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Poniewaz trojkat jest rtownoramienny, wigc wysokos¢ CD dzieli trojkat ABC na dwa

przystajace trojkaty prostokatne. Zatem |AD|=|DB| =12 . Z twierdzenia Pitagorasa dla

jednego z tych trojkatow, np. ADC, obliczamy wysoko$¢ h

12? +h? =13%,
144 +h* =169,
h*=25.
Stad
h=5.
Teraz obliczamy juz pole trojkata ABC
P 21-24-5:60.
2

Zadanie 3.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 18, zadanie 34)

Pole trojkata prostokatnego jest rowne 60 cm’. Jedna przyprostokatna jest o 7 cm dluzsza
od drugiej. Oblicz dlugos¢ przeciwprostokatnej tego trojkata.

Rozwiazanie

Tym razem podane mamy pole trojkata prostokatnego oraz wiemy, ze jedna

z przyprostokatnych jest 7 cm dtuzsza od drugiej. Oznaczmy dtugo$¢ krotsze;j
przyprostokatnej przez a. Wtedy druga przyprostokatna ma dtugo$¢ a+ 7. Oznaczmy
rowniez przez ¢ dlugos$¢ przeciwprostokatnej. Sporzadzmy rysunek tego trojkata z przyjetymi

oznaczeniami

a+7
Poniewaz trojkat jest prostokatny, to jego pole jest rowne
1
P=—a-(a+7).
2
Pole to jest rowne 60 cm?, wiec dostajemy rownanie
1
60:5a-(a+7).
Mnozac obie strony tego rownania przez 2 otrzymujemy
120=a-(a+7)
Pomnozenie obu stron rownania przez 2 nie jest konieczne, jednak wygodniej bedzie
nam rozwiazywac rownanie, w ktorym wspolczynniki beda calkowite.

Dalej mamy kolejno
120=a’+7a,

a’+7a—-120=0.
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Otrzymali$my réwnanie kwadratowe z niewiadoma a. Obliczmy jego wyroznik i pierwiastki
A=7—4-1.(=120)= 49+ 480 =529, VA =+/529 =23,

a:—7—23:_15 1ub a:—7+23:
2-1 2-1

8.

Pierwsze z rozwiazan jest liczba ujemna, wigc nie moze by¢ dlugoscia boku trojkata, wiec
a=8.Wtedy a+7=8+7=15.
Teraz mozemy juz obliczy¢ dlugo$¢ przeciwprostokatnej trojkata. Wykorzystamy twierdzenie
Pitagorasa, z ktérego otrzymujemy
¢’ =8’ +15” =64+225=289,
skad
C=+289=17.
Odpowiedz. Przeciwprostokatna trojkata ma dtugos¢ 17 cm.
Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 46, zadanie 30)
Dany jest prostokat o bokach a i b oraz prostokat o bokach ¢ i d. Diugo$¢ boku ¢ to 90%
dhugosci boku a. Dtugosé boku d to 120% dlugosci boku b. Oblicz, ile procent pola prostokata
o bokach a i b stanowi pole prostokata o bokach c i d.
Rozwiazanie
Pole prostokata o bokach dlugosci a i b jest rowne
P =ab.

Pole prostokata o bokach dlugosci ¢ i d jest rowne

P,=cd.
Zapisujemy zalezno$ci migdzy dlugo$ciami bokéw prostokatow
90 9 120, 12
c=90%a=——a=—a oraz d =120%b=—b=—D
100 10 100 10

Pole P, mozemy wigc zapisa¢ w postaci

) zia.gb:@ab:@pl —108%P,
10 10 100 100

Odpowiedz. Pole prostokata o bokach dtugosci ¢ i d stanowi 108% pola prostokata o bokach

dhugosciaib.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie nastgpujacego zadania.

Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 85, zadanie 70)

Liczby 6, 10, ¢ sa dlugosciami bokow trojkata rownoramiennego. Oblicz C.
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Z koniecznoscia obliczenia dlugosci jednego z bokéw trojkata mamy do czynienia
w zadaniu 6. Réznica w stosunku do zadan poprzednich polega na tym, Zze tym razem jest to

trojkat prostokatny.

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 85, zadanie 71)

Liczby 6, 10, ¢ sa dlugosciami bokow trdjkata prostokatnego. Oblicz c.

Rozwiazanie

Poniewaz trojkat jest prostokatny, wigc ¢ moze by¢ dtugoscia jednej z przyprostokatnych albo

dhugos$cia przeciwprostokatnej. Oczywiscie w tym pierwszym przypadku dlugosé

przeciwprostokatnej jest rowna 10, bo przeciwprostokatna jest dluzsza od kazdej

z przyprostokatnych. Z twierdzenia Pitagorasa, uwzgledniajac obie te sytuacje, otrzymujemy
¢’ +6>=10" lub 6’ +10° =c>.

Stad

¢’ =10"-6"=64 lub 136=C",
wigc

c=8 lub ¢ =+/136 =2+/34 .

Odpowiedz. ¢=8 lub ¢ =2+/34 .

Przejdziemy teraz do zadan, w ktorych nalezy obliczy¢ miary wskazanych katow. Sa

to najczesciej katy w kole.

Zadanie 7.  (Informator maturalny, s. 22, zadanie 6)

Ostrokatny trojkat rownoramienny ABC o podstawie AB jest wpisany w okrag o $rodku S,
przy czym kat SAB ma miar¢ 40°. Oblicz miarg kata CAB.

Rozwigzanie

Sporzadzmy najpierw rysunek.

C

/N

B>

40°
A\/B

Trojkat ABS jest rownoramienny, gdyz AS 1 BS to promienie tego samego okregu. Zatem

[0 ABS| =|0 BAS| =40°.
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Mozemy teraz obliczy¢ miarg trzeciego z katow trojkata ABS, bo suma miar wszystkich
katow trojkata jest rowna 180°.

||] ASB| =180°-40°-40°=100° czyli #=100°.
Obliczamy nastgpnie miarg kata wpisanego ACB, ktory jest oparty na tuku AB, na ktérym
oparty jest rowniez kat srodkowy ASB

1 1
oa=—L=—-100°=50°.
2 p 2
Wykorzystamy teraz ponownie twierdzenie o sumie katow wewngtrznych trojkata oraz

réwnos¢ katow przy podstawie trojkata rownoramiennego. Stad obliczamy szukana miarg

kata CAB

180°—a  180°—350°

[0 CAB| =
2

=065°.
Odpowiedz. |] CAB|=65°.

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 8.

Zadanie 8.  (Informator maturalny, s. 80, zadanie 31)

Kat srodkowy i kat wpisany sa oparte na tym samym tuku. Suma ich miar jest rowna180°.

Jaka jest miara kata srodkowego?

A. 60° B. 90° C. 120° D. 135°

Zadanie 9.  (Informator maturalny, s. 80, zadanie 30)
Kat miedzy cieciwa AB a styczna do okregu w punkcie A (zobacz rysunek) ma miare a =62°.

Wowcezas

A. p=118° B. p=124° C. [=138° D. p=152°
Rozwiazanie

Odciek SA jest prostopadty do stycznej do okregu poprowadzonej przez punkt A. Zatem kat
ostry SAB jest rowny 90° —a =90°—-62° =28°. Teraz wykorzystujemy fakt, ze trdjkat SAB
jest rownoramienny, wi¢c katy SAB 1 SBA sa rowne. Stad i tego, ze suma katoéw trojkata jest
réwna 180°, obliczamy £ =180°—-2-28°=124°. Zatem poprawna odpowiedz to B.

Pytania o katy wystgpuja rowniez w zadaniach dotyczacych wielokatow.
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Zadanie 10. (Informator maturalny, s. 42, zadanie 19)

Réznica miar dwoch sasiednich katow wewngtrznych rownolegloboku jest rowna 30°. Kat
rozwarty tego rownolegloboku jest réwny

A. 105° B. 115° C. 125° D. 135°
Rozwiazanie

Oznaczmy kat rozwarty rownolegloboku przez « , a kat ostry przez £. Mozemy sporzadzié

£/

cho¢ nie jest to niezbedne, o ile wiemy, ze miary kolejnych dwdch katow réwnolegloboku

rysunek,

daja w sumie 180°, albo Ze suma miar wszystkich katow réwnolegloboku jest rowna
360° 1 przeciwlegle katy rownolegloboku sga réwne. Zapisujemy rownosci

a+ f=180° oraz a— [ =30°.
Po dodaniu stronami tych rownosci dostajemy 2a =210°, wigc o =105°. Zatem poprawna
odpowiedzia jest A.
Mozemy réwniez probowa¢ wyeliminowa¢é bledne odpowiedzi rozumujac nastgpujaco.
Jesli kat rozwarty jest rowny 105°, to kat ostry 75°, bo razem daja 180°. Réznica migdzy
tymi katami jest rowna 105°—75°=30°, wigc odpowiedz A jest poprawna. Gdyby otrzymana
roznica byta inna niz 30°, to rozumowanie powtarzamy dla kolejnej proponowane;j
odpowiedzi, az trafimy na poprawna.

Podobnym zadaniem jest zadanie 11, ktére proponujemy jako ¢wiczenie.

Zadanie 11. (Informator maturalny, s. 80, zadanie 32)

Réznica miar katow wewngtrznych przy ramieniu trapezu rownoramiennego, ktory nie jest

rownoleglobokiem, jest rowna 40°. Miara kata przy krotszej podstawie tego trapezu jest
rOwna

A. 120° B. 110° C. 80° D. 70°
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W potocznym rozumieniu figury przystajace to figury ,,takie same”, a wigc takie,
ktore mozemy na siebie ,,dokladnie nalozy¢”. W przypadku trojkatow méwimy o cechach
przystawania trojkatow. Sa one podane w Zestawie wzorow na stronie 7.

Rozwazmy trdjkaty KLM i ABC.

Cecha b-b-b (bok-bok-bok) przystawania trojkatow.

Jezeli k =a i | =boraz m=c, to wowczas trojkaty KLM i ABC sa przystajace, co

zapisujemy symbolicznie AKLM = AABC . Cechg ilustruje pierwszy rysunek.

M C
/\ /\
K m L A c B

Cecha b-k-b (bok-kat-bok) przystawania trojkatow.

Jezeli | =b i m=c oraz ¢ =, to wowczas trojkaty KLM i ABC sa przystajace. Cechg

ilustruje drugi rysunek.

M C
I b
[ a
K m L A c B

Cecha k-b-k (kat-bok-kat) przystawania trojkatow.

Jezeli p=a 1 m=c oraz ¢ = f, to wowczas trojkaty KLM i ABC sa przystajace. Ceche

ilustruje trzeci rysunek.

M C
K m L A c B

Figury nazywamy podobnymi, jezeli jedna z nich jest ,,miniatura” badz

»powigkszeniem” drugiej w pewnej skali tzn. jest proporcjonalnie zmniejszona lub

zwigkszona - mowimy w tym miejscu o skali podobienstwa. Jezeli dany wielokat
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zwigkszymy w taki sposob, ze wszystkie jego katy wewngtrzne zachowamy, a dtugosci
bokéw zwigkszymy dwukrotnie, to skala podobienstwa bedzie réwna 2. Badajac trojkaty
korzystamy z cech podobienstwa trojkatow ( patrz Zestaw wzorow, strona 7).

Cecha B-B-B (bok-bok-bok) podobienstwa trojkatow.

kI m : : o
Jezeli — = b =—, to wowczas trojkaty KLM i ABC sa podobne, co zapisujemy
a c

symbolicznie AKLM ~ AABC . Cechg ilustruje pierwszy rysunek.

C
M
/\ b ,
K m L
A o B

Cecha B-K-B (bok-kat-bok) podobienstwa trojkatow.

Il m
Jezeli b =€ 1 ¢ =a,to wowczas trojkaty KLM i ABC sa podobne. Cechg ilustruje drugi

rysunek.

C
M
/\ b
%
K m L o
A A B

Cecha K-K (kat-kat) podobienstwa trojkatow.

Jezeli p=a 1 ¢ = f, to wowczas trojkaty KLM 1 ABC sa podobne. Cechg ilustruje trzeci
rysunek.

Zauwazmy, ze skoro dwa katy jednego trojkata sa rowne dwom katom w drugim trojkacie, to
rowniez trzecie katy w obu tych trojkatach musza by¢ rowne.
Uwaga. Figury przystajace sa oczywiscie figurami podobnymi, a skala podobienstwa jest

woOwczas roOwna 1.
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Stosunek pol dwoch figur podobnych jest rowny kwadratowi skali podobienstwa — tg
wiasnos¢ tatwo zilustrowac na przyktadzie kwadratu. Rozwazmy na przyktad kwadrat o boku
dhugosci 2. Jego pole jest rowne 4. Wezmy teraz kwadrat o boku dtugo$ci 6, woéwczas skala

podobienstwa, rowna stosunkowi dtugosci bokéw kwadratu, jest rowna 3 (bo 6 =3-2). Ale

pole powierzchni drugiego kwadratu jest oczywiscie rowne 36, czyli 3° - 4.

Zacznijmy od rozwiazania probleméw, ktére juz pojawily si¢ na maturze.
Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 6, zadanie 17)
Odcinki AB 1 DE sa rownolegte. Dtugosci odcinkéw CD, DE, 1 AB sa odpowiednio rowne
1,3 19. Dlugo$¢ odcinka AD jest rowna

A. 2 B. 3 C. 5 D. 6

Rozwiazanie

Poniewaz odcinki AB i DE sa réwnolegte, to katy ABC i DEC (utworzone przez dwie proste
rownolegte przecigte trzecia) sa rowne. Kat przy wierzchotku C w tréjkatach ABC i DEC jest

ten sam. Stad wynika, ze trojkaty ABC 1 DEC sa podobne (na mocy cechy K-K). Zatem ich

odpowiednie boki sa proporcjonalne M = ﬂ czyli x+l = 2 gdzie x = |AD| .
IcD| |DE|’ 13

Stad x+1=3, wiec X =2. Poprawna odpowiedz to A.

Zadanie 2.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 11, zadanie 28)
Trojkaty prostokatne rownoramienne ABC 1 CDE sa polozone tak, jak na ponizszym rysunku

(w obu trojkatach kat przy wierzchotku C jest prosty). Wykaz, ze |AD|=|BE]| .

C

Rozwiazanie

Oznaczmy kat ACD przez «, kat DCB przez [ oraz kat BCE przez y . Poniewaz
[0 ACD|+|0 DCB| = ACB

, wiegc mamy o + £ =90°. Podobnie S+ y =90°, bo
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|D DCB| +|D BCE| :|D DCE|. Z rownosci o+ f=90° = B+ y wynika, ze o = y. Oznaczmy

|AC|=x=|CB

CD|=y =|CE|. W trojkacie ACD boki maja odpowiednio dhugos¢ x, y, a kat

mig¢dzy nimi ma miar¢ « . Takze w trdjkacie BCE boki maja odpowiednio dlugos¢ x, y, a kat
migdzy nimi ma miar¢ ¥, rOwna « . Na podstawie cechy bkb trojkaty ACD i BCE sa

przystajace. Stad wynika rownos¢ |AD| =|BE| . Co konczy dowod.

A teraz przyjrzyjmy si¢ zadaniu, w ktorym musimy ,,sprawdza¢” poszczegolne odpowiedzi.

Zadanie 3.

Trojkaty ABC 1 DEF sa podobne. Boki trojkata ABC maja dtugosci 3, 5, 7. Dhugosci bokow
trojkata DEF moga by¢ rowne

A. 6,8,10 B. 6,10,16 C. 9,15,21 D. 2,4,6
Rozwiazanie

Spdjrzmy na odpowiedz A. Boki trojkata DEF maja dlugo$¢ o 3 wigksza niz boki w trojkacie
ABC. Stosunek dtugosci bokow najkrétszych to 2, tymczasem stosunek dtugosci bokow

- 8 : . .
»srednich” jest réwny 3 Zatem te trojkaty nie sa podobne. Patrzymy na odpowiedz B.

16
Stosunek najkrotszych bokow w tych trdojkatach jest rowny 2, a stosunek najdluzszych =

wiec te trojkaty nie sa podobne. SprawdZmy teraz odpowiedz C. Kazdy z bokow trojkata
DEF jest trzy razy dtuzszy niz odpowiedni bok w trojkacie ABC. Oznacza to, ze trdjkaty

: . . . 1
o takich bokach sa podobne, a ich skala podobienstwa jest rowna 3 (albo 3 ). Zaznaczamy

odpowiedz C .

Problem poréwnywania pol figur podobnych ilustruje ponizsze zadanie.

Zadanie 4

Stosunek pol dwoch wielokatow podobnych jest rowny 9. Jezeli obwod wigkszego z nich jest
réwny 36, to obwdd mniejszego jest rowny

A. 4 B. 108 C. 324 D. 12

Rozwiazanie

Stosunek pol figur podobnych jest rowny kwadratowi skali ich podobienstwa. Zatem
skala podobienstwa k = Jo=3. Dhugosci odcinkow, a takze ich sumy (w tym obwod)
zmieniaja sie w skali k (nie za$ k’jak pole, czy k* jak objetos¢ figur podobnych). Stad
stosunek obwodu wigkszej figury, czyli 36, do obwodu mniejszej z nich jest rowny 3. Zatem

szukany obwod jest rowny 12. Zaznaczamy odpowiedz D.
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Zadanie S.
W trojkacie prostokatnym ABC przyprostokatna BC ma dtugos$¢ 3. Prosta prostopadia do

przeciwprostokatnej przecina przyprostokatnag AB w takim punkcie D, Ze |AD| =31 |BD| =1.

Oblicz dlugosci odcinkow, na jakie ta prosta dzieli przeciwprostokatna.
Rozwiazanie
Oznaczmy przez D punkt wspdlny prostej 1 boku AB, natomiast przez E punkt wspélny tej

prostej z bokiem AC, tak jak na rysunku.
A

D

<
B 3 C

Poniewaz |AB| =4 (3+1=4), wigc z twierdzenia Pitagorasa otrzymujemy, ze

32 +42 =25=|AC|".

Stad |AC|=5.
Troéjkat ADE jest podobny do trojkata ABC — oba sg tréjkatami prostokatnymi i maja

wspolny kat przy wierzcholtku A (podobienstwo na mocy cechy ,.kat — kat”). Skala
podobienstwa jest rdwna stosunkowi dlugos$ci przeciwprostokatnych, czyli 3

Podobnie wyraza sig stosunek dtugosci przyprostokatnych obu trojkatow, lezacych przy
wierzchotku A. Zatem
4 3
|AE| 3~
Stad
. 12
5-|AE[=4-3, czyli |AE] =5 =24

Mozemy wigc sformutowaé odpowiedz: prosta dzieli przeciwprostokatna na

odcinki o dtugosciach 2,4 oraz 2,6 (poniewaz 5—2,4=2,6).

Wsrod zadan, jakie Centralna Komisja Egzaminacyjna zamiescita w Informatorze

0 egzaminie maturalnym, znajduja si¢ trzy ponizsze zadania.
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Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 80, zadanie 33)
Odcinki BC 1 DE sa rownolegle. Dtugosci odcinkéw AC, CE 1 BC sa podane na rysunku.

Dhtugo$¢ odcinka DE jest rowna

A. 6 B. 8 C. 10 D. 12
Rozwiazanie
DE| |AE DE
Z podobienstwa trojkatow ABC i ADE mamy u = u , czyli u = 4+6 )
IBC| |AC 4 4
4-10 ) L
Stad |DE| = =10, co oznacza, ze poprawna odpowiedz to C.

4
Zadanie 7.  (Informator maturalny, s.91, zadanie 93)
Czworokaty ABCD i APQR sa kwadratami (zob. rysunek). Udowodnij, Ze |BP|=|DR|.
D C

Rozwigzanie

Analogicznie jak w zadaniu 2, oznaczmy kat BAP przez « , kat PAD przez [ oraz kat DAR

przez y . Wtedy, poniewaz |1 BAP|+|J PAD| =] BAD|, mamy a + 8 =90°.

Podobnie, poniewaz |1 PAD| +|J DAR| =] PAR|, wigc B+ y =90°.

Z rownosci a+ =90°= f+y wynika, ze a =y .

2

Oznaczmy |AB| = x =|AD

AP| =y =|AR|. W trojkacie BAP boki maja odpowiednio
dhugos¢ x, y, a kat migdzy nimi ma miar¢ « . Takze w trojkacie DAR boki maja odpowiednio
dhugos$é X, y, a kat migdzy nimi ma miar¢ ¥, rowna « . Na podstawie cechy bkb trojkaty BAP

i DAR sa przystajace — stad rownos¢ |BP| = |DR|.
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Zadanie 8.  (Informator maturalny, zadanie 104)

Na zewnatrz trojkata prostokatnego ABC, w ktérym |D ACB| =90° oraz |AC| =5,

BC|=12
zbudowano kwadrat ACDE (zob. rysunek). Punkt H lezy na prostej AB 1 kat |D EHA| =90°.
Oblicz pole trojkata HAE.

D

Rozwigzanie
Poniewaz BC [ EA wigc |D CBA| = |D EAH | . Stad wynika, na mocy cechy Kk, ze trojkaty CBA
1 HAE sa podobne. Skala podobienstwa jest rowna stosunkowi dlugosci odpowiednich bokéow,
na przyklad przeciwprostokatnych. Dtugos$¢ odcinka AB wyznaczymy z twierdzenia Pitagorasa:
|AC[" +|BC|" =|AB[",
52 +12 =|AB[",
169 =|ABJ’,
| AB| =169 =13.
Skala podobienstwa jest wigc rowna IA;B| = % Poniewaz stosunek pol figur podobnych

AE|

jest rowny kwadratowi skali podobienstwa, wigc

(3
PHAE 5

30 3025 750

169 169

Stad

HAE — 169 -
25
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Zacznijmy od rozwiazania zadan z matury.
Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 23)
Pole powierzchni catkowitej prostopadto$cianu o wymiarach 5 x 3 x 4 jest rOwne
A. 94 B. 60 C. 47 D. 20
Rozwigzanie
Najszybszym rozwiazaniem tego zadania bedzie podstawienie danych do wzoru

P =2(ab+bc+ac) podanego w Zestawie na stronie 12. Pole jest rowne
P=2(5-3+3-4+5-4)=2-47=94. Zaznaczamy odpowiedz A. Zrezygnowalismy tutaj
z rysunku, a takze z obliczania pol poszczegdlnych $cian, bo trwatoby to zapewne nieco

dhuzej niz podstawienie do wzoru.

Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 82, zadanie 47)

Pole powierzchni catkowitej szescianu jest rowne 24 cm”. Objeto$é tego sze$cianu jest rowna

A. 8cm’ B. 16cm’ C. 27cm’ D. 64cm’

Rozwiazanie
Ponownie skorzystamy ze wzoru na pole powierzchni catkowitej prostopadtos$cianu,

w ktorym wszystkie krawedzie sa rowne a. Wtedy wzor ten przybierze postac

P=2(a-a+a-a+a-a)=6a’.

Z treéci wynika, ze 6a° =24, czyli a’ =4.Stad a=2. Objetosé jest wigc rowna a° =§.

Zaznaczamy odpowiedz A.

Zadanie 3.  (Egzamin maturalny — sierpiefi 2010, 5.8, zadanie 24)

Graniastostup ma 15 krawedzi. Ile wierzchotkow ma ten graniastostup?

A. 10 B. 5 C. 15 D. 30
Rozwiazanie

Podstawami graniastoslupow sa dwa dowolne, ale przystajace n-katy. Kazdy wierzchotek
jednej podstawy jest potaczony z doktadnie jednym wierzchotkiem drugiej podstawy
krawedzia boczna — tych bocznych krawedzi jest wige n. Liczba wszystkich krawedzi
graniastostupa jest rowna sumie n krawedzi jednej podstawy, n krawedzi drugiej podstawy
oraz n krawedzi bocznych, czyli razem 3n. Poniewaz w naszym przypadku jest 15 krawedzi,
wigc podstawa jest pigciokat. Liczba wierzchotkdéw jest rowna 10 (5 na jednej podstawie

1 5 na drugiej). Zaznaczamy poprawng odpowiedz A.
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Teraz przejdziemy do zadah, w ktorych istotna role odgrywa rysunek. Niekiedy jest
on zamieszczony w tresci zadania, a niekiedy sporzadzamy go sami. W Informatorze jako

pierwsze zadanie ze stereometrii jest proponowane nastgpujace:

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 82, zadanie 46)

Przekatna sze$cianu ma dtugos$¢ 3. Pole powierzchni catkowitej tego szeScianu jest rowne

A. 54 B. 36 C. 18 D. 12
Rozwigzanie
Zauwazmy, ze przekatna sze$cianu jest przeciwprostokatna w trojkacie, ktérego pozostatymi
bokami sa krawedz boczna (oznaczmy jej dtugos$¢ przez a) i przekatna podstawy (o dtugosci
a2 ). Mozemy zapisaé twierdzenie Pitagorasa a* + (aﬁ )2 =37, Wtedy
a’+2a’=9,

3a*=9,

a’=3.
Powierzchnia catkowita sze§cianu to suma szesciu pdl kwadratow o boku a, czyli
6-a’ =6-3=18. Zaznaczamy odpowiedz C.
Zauwazmy, ze nie musieliSmy wyznacza¢ dtugosci krawedzi szeScianu a — wystarczyto znac
warto$¢ a’.
Podobne umiejetnosci bada takze ponizsze zadanie.

Zadanie 5.  (Informator maturalny, s.83, zadanie 48)

Przekatna prostopadioscianu o wymiarach 2 x 3 x 5 ma dtugos¢

V)]

P R

A. I3 B. V29 C. 34 D. /38
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Rozwigzanie

Oznaczmy szukana dhugo$¢ przekatnej przez d. Ta przekatna jest przeciwprostokatng w
trojkacie, ktorego jedna z przyprostokatnych jest krawedz boczna dtugosci 5, a druga jest
przekatna podstawy o dlugosci m = /13 . Zapiszmy twierdzenie Pitagorasa

57 + (\/E)Z =d?, stad d?> =25+13=38, czyli d =~/38 . Zaznaczamy D.

Twierdzenie Pitagorasa bedzie podstawa rozwiazania takze ponizszego zadania maturalnego.

Zadanie 6.  (Egzamin maturalny — sierpien 2010, s.14, zadanie 33)
Dany jest graniastostup prawidtowy trojkatny ABCDEF o podstawach ABC i DEF
i krawedziach bocznych AD, BE, CF. Oblicz pole trojkata ABF wiedzac, ze |AB| =10

i [CF|=11. Narysuj ten graniastostup i zaznacz na nim trojkat ABF.

Rozwiazanie

Zacznijmy od rysunku.

A B

Aby obliczy¢ szukane pole brakuje nam dtugosci wysokosci h. Wysoko$¢ ta jest prostopadta
do podstawy AB, ale jest ona jednoczesnie przeciwprostokatna w trojkacie FCS.

Graniastostup jest trojkatny i prawidlowy, wigc jego podstawa jest trojkat rownoboczny,

104/3

jego wysokos¢ CS ma wigc dlugosé |CS| = — Mozemy teraz zapisa¢ twierdzenie

1043 Y’

Pitagorasa dla trojkata FCS: |CS|2 + |CF|2 =|FS 2 czyli (TJ +11> =h*. Stad

100-3

h? = +121=196.

Pole trojkata ABF jest rowne
P=%|AB|~h=%~10~\/19 =%~10~14=70.
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Do tej pory, rozwigzujac zadania, udalo nam si¢ unika¢ wykorzystania trygonometrii.
Przyszed} czas zeby to zmieni¢. Zaczniemy od prostego zadania zamieszczonego

w Informatorze.

Zadanie 7.  (Informator maturalny, s. 88, zadanie 92)

Oblicz sinus kata miedzy przekatna szeScianu a jego ptaszczyzna podstawy.

Rozwiazanie

W treéci zadania pojawit si¢ rysunek zamieszczony wyzej — bez oznaczen. Wprowadzimy
oznaczenia. W szczegolnosci oznaczmy wierzcholki szescianu, co pozwoli nam na

komentowanie poszczegolnych operacji.

A B

Aby zaznaczy¢ kat, ktorego szukamy musimy naszkicowac odcinek BD — kat miedzy
przekatng szeScianu a jego podstawg to kat, jaki przekatna szeScianu tworzy
z przekatng podstawy (kat w trojkacie HBD). Przekatna szescianu o krawedzi dtugosci a, ma

dhugosc¢ av3 - wynika to w szczegdlnosci z zastosowania twierdzenia Pitagorasa dla trojkata

o o . IDH| a 1 3
HBD. Zatem warto$¢ sinusa dla kata HBD jest rowna sm|D HBD| == =—==—.

BH| a3 3 3
Zadanie 8.

Podstawa prostopadtoscianu jest kwadrat o boku dtugosci 2. Oblicz objgtosé

prostopadtoscianu, jezeli cosinus kata, jaki przekatna prostopadto$cianu tworzy z plaszczyzna
. 1

podstawy jest rowny 5

Rozwiazanie

Zaczniemy oczywiscie od naszkicowania rysunku.
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Dic==---- ===

A B
Zaznaczony na rysunku kat « to kat nachylenia przekatnej prostopadtos$cianu do ptaszczyzny

podstawy. Trojkat BHD jest prostokatny, wige

Z tresci zadania wiemy, ze COSar = 3’ wigc otrzymujemy % = % . Stad |BH | = 3|BD| .

Poniewaz BD jest przekatna kwadratu ABCD o boku dlugosci 2, wige |BD| = |AB| N2=242.
Mozemy wige obliczy¢ dtugosé przekatnej |BH| = 3| BD| =322 =6y/2. Z twierdzenia
Pitagorasa dla trojkata DBH obliczymy dtugos$¢ wysokosci DH:
(V2] +|DH* = (642 .
IDH[’ =(6\/§)2 —(2\5)2 =72-8=64,

Stad |DH | = 8. Zatem objeto$¢ prostopadtoscianu jest rowna V =P, - H =27 -8=32.
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Zacznijmy od rozwigzania zadania z matury.

Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 24)

Ostrostup ma 18 wierzchotkow. Liczba wszystkich krawgdzi tego ostrostupa jest rowna

A. 11 B. 18 C. 27 D. 34
Rozwigzanie

Podstawa ostrostupa jest n-kat, ktory ma n bokow, bedacych jednoczes$nie takze krawedziami
ostrostupa. Kazdy wierzchotek podstawy jest potaczony krawedzia boczna z wierzchotkiem
ostrostupa — tych krawedzi jest takze n. Zatem liczba wszystkich krawedzi ostrostupa jest
réwna sumie N krawedzi podstawy oraz n krawedzi bocznych, czyli 2n. Poniewaz w naszym
przypadku jest 18 wierzchotkow, z ktorych jeden to wierzchotek ostrostupa, a pozostate 17 to
wierzchotki wielokata w podstawie, wige liczba wszystkich krawedzi jest rowna 2 -17 =34 .

Zaznaczamy odpowiedz D.

Zadanie 2.

Objetos¢ ostrostupa prawidlowego trojkatnego jest rowna 3. Jego wysokos$¢ jest cztery razy
dhuzsza niz krawedz podstawy. Oblicz dlugos¢ krawedzi podstawy.

Rozwiazanie

Mozemy to zadanie rozwiazaé bez szkicowania rysunku. Z Zestawu wzorow odczytujemy,
ze objetos¢ ostrostupa wyraza si¢ wzorem V = % P, - H . Przyjmijmy, ze krawedz podstawy

ma dtugos¢ a. Podstawa jest trojkat rownoboczny, bo ostrostup jest prawidlowy
2

a
trojkatny. Wtedy P, =

oraz H =4a - wstawiajac te wyrazenia do wzoru na objgtos¢,

1 2 3
ktora jest rowna 3 otrzymujemy 3 =§- a ;/g -4a. Stad 3= a ;E ,czyli @’ = 33 = (\/5)3

Zatem a=+/3.

Zadanie 3.

Wysoko$¢ $ciany bocznej ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 2. Oblicz
dhugos¢ krawedzi podstawy ostrostupa, jezeli stosunek powierzchni bocznej ostrostupa do
pola powierzchni podstawy jest rowny 2.

Rozwiazanie

Takze tym razem poradzimy sobie bez rysunku. Przyjmijmy, ze krawedz podstawy, ktora jest

kwadrat (bo ostroshup jest prawidlowy), ma dlugos¢ a. Wtedy pole podstawy jest rowne

P, =a’, a pole powierzchni bocznej sktadajacej si¢ z czterech trojkatow opisuje wzor
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1 o o, . )
P, = 4(5 a- hj , gdzie h jest wysokos$cia Sciany bocznej. Poniewaz wysoko$¢ h ma dlugosé 2
1

P . : sa- 4a .
oraz P_b =2, wiec otrzymujemy rownosé # =2.Stad —=2,czyli a=2.

Przejdzmy teraz do zadan, w ktérych pierwszym etapem rozwigzania bedzie

naszkicowanie rysunku lub zaznaczenie na nim odpowiednich wielkosci.

Zadanie 4.
Objetos¢ ostrostupa prawidtowego czworokatnego jest rowna 12, a pole powierzchni jego
podstawy jest rowne 9. Tangens kata « nachylenia wysokosci Sciany bocznej do ptaszczyzny

podstawy jest rowny

A. 4 B. 8 C. 28 D. 3
3 8
Rozwiazanie
Oczywiscie dlugo$¢ krawedzi podstawy jest rowna 3 (pole kwadratu, ktory jest podstawa
. : : . 1 .
ostrostupa jest rowne 9). Poniewaz objgto$¢ wyraza si¢ wzorem V = 3 P, - H, wigc przy
H_4_8

1
naszych danych otrzymujemy 12 = 3 9-H,stad H=4.Zatem tga = —= 3
- a
2

[\SY(0%}

Zaznaczamy odpowiedz B.

Podczas ostatniej sesji wiosennej egzaminu maturalnego zdajacy rozwiazywali
ponizsze zadanie.
Zadanie 5.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 14, zadanie 32)

Podstawa ostrostupa ABCD jest trojkat ABC. Krawedz AD jest wysokos$cia ostrostupa (zobacz
BC|=6,

rysunek). Oblicz objgtos¢ ostrostupa ABCD, jesli wiadomo, ze |AD| =12,

|BD|=|CD|=13.
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Rozwigzanie

Zwrdémy na poczatku uwage, ze krawedz AD jest wysokoscia ostrostupa, czyli jest
prostopadla do podstawy — tym samym jest prostopadla do kazdego odcinka lezacego

w plaszczyznie podstawy, czyli takze do odcinkéw AB i AC. Trojkaty CAD i BAD sa wobec
powyzszego trojkatami prostokatnymi. Poniewaz maja rowne przeciwprostokatne 1 wspolna
jedna z przyprostokatnych, sa wigc trojkatami przystajacymi. Stad |AB|=|AC|. Z twierdzenia

Pitagorasa wynika, ze |AB Py |AD|2 = |BD|2 . Po podstawieniu danych otrzymujemy

|AB|2 +12> =13%, stad |AB|2 =13* 12 =169 144 = 25. Podstawa ostrostupa jest wigc

trojkat rownoramienny o bokach dtugosci 5, 5, 6. MoglibySmy obliczy¢ dlugos¢ wysokosci
trojkata ABC poprowadzonej na bok BC korzystajac ponownie z twierdzenia

Pitagorasa, ale ze wzgledu na ,,}adne” dane wykorzystamy wzor Herona, ktory podany

jest w Zestawie: P = ,/p(p—a)(p-b)(p-c), gdzie a, b, ¢ sa dtugosciami bokow trdjkata,

a p jest potowa obwodu trojkata. Wtedy mamy

P=8(8-5):(8-5):(8-6)=+8:3:3-2=416-9=12.
Objetos¢ ostrostupa jest rowna

v =1P-|AD|=1-12-12=48.
3 3

Rozwiazemy teraz dwa zadania z Informatora.
Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 90, zadanie 101)

Podstawa ostrostupa prawidtowego czworokatnego ABCDS jest kwadrat ABCD. Pole trojkata

réwnoramiennego ACS jest rowne 120 oraz |AC| :|AS| =10:13. Oblicz pole powierzchni

bocznej tego ostrostupa.

Rozwiazanie

Przyjmijmy oznaczenia jak na rysunku.

SX+5x 10X

Wowczas oczywiscie |AC| : |AS| = ——=10:13. Skorzystamy z twierdzenia

13x 13X

Pitagorasa aby wyznaczy¢ wysokos¢ ostrostupa w zalezno$ci od x: (%|AC|)2 +H? = |AS ’ ,

stad (5x)° + H? = (13x)?, czyli H? =144x?, H =12x. Poniewaz pole trojkata ACS jest rowne
120, wigc otrzymujemy %|AC|- H =120. Stad (5%)-(12X) =120, czyli x> =2 i X=+/2.
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Przekatna AC kwadratu ABCD ma wigc dtugos¢ 10\/5 , zatem bok tego kwadratu ma dtugos¢ 10.

Wysokos¢ h §ciany bocznej BCS mozna wyznaczy¢ z twierdzenia Pitagorasa:
G|Bc|j2 +h*=(As)’,
5 +h*= (13@)2,
h* =313,
~-J313.
Mozemy juz teraz policzy¢ pole powierzchni bocznej: P = 4(% 10-4/313 j =20./313.

Na koniec rozwigzemy problem, ktory bedzie odwolywal si¢ do mierzenia katow
w ostrostupie.
Zadanie 8.
W ostrostupie prawidtowym trojkatnym wysokos¢ podstawy ma dlugos¢ 6. Oblicz objetosc
ostrostupa wiedzac, ze kat o mierze 45° jest
a)  katem nachylenia $ciany bocznej do ptaszczyzny podstawy;
b)  katem nachylenia krawedzi bocznej do ptaszczyzny podstawy;
c¢) katem nachylenia krawedzi bocznej do krawedzi podstawy.
Rozwigzanie

Zacznijmy od wyznaczenia pola podstawy ostrostupa. Wiemy, ze wysoko$¢ trojkata

a3

rownobocznego wyraza si¢ wzorem h, = — gdzie a jest dtugoscia boku trojkata, zatem
6-2 12 12 a-h :
i_6 ,czyli a=— ‘/_—4\/_ Zatem P, = P:4*/§6=24*/§=12\/§,
2 V3 [ 3 2 2 2

A teraz przejdziemy do rozwigzania w istocie trzech roznych zadan.

Ad. a) Zaznaczmy na rysunku kat, o ktérym mowa w tej czg$ci tre$ci zadania, tj. kat, jaki

sciana boczna tworzy z plaszczyzna podstawy.
S

W rzeczywistos$ci jest to kat, jaki wysokos$¢ §ciany bocznej tworzy z wysokos$cia podstawy.
Dorysowujac wysokos¢ ostrostupa, ktora w przypadku ostrostupa prawidlowego trojkatnego

dzieli wysokos$¢ podstawy w stosunku 2:1, otrzymujemy trojkat prostokatny POS. Poniewaz
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0S
miara kata SPO jest rowna 45° (tg45° = % = 1] wiec |OP| = |OS| . Zatem |OS| = %hp =2.
Szukana obj¢tos¢ jest wige rowna

Vv =%PP-H =%~12\/§-2:8\/§.

Ad. b) Teraz rozwazamy kat miedzy krawedzia boczna 1 plaszczyzna podstawy.
S

Jest to kat miedzy krawedzig AS a wysokoscig podstawy. Tak jak w poprzednio
rozwazanym problemie, dorysowanie wysokosci ostrostupa pozwala analizowa¢ zwiazki

w trojkacie prostokatnym — tym razem AOS. Miara kata OAS jest rowna 45°, wiec

|OA| =|0S|. Zatem |OS| = %hp = 4. Szukana objgto$¢ jest wigc rowna

Vz%PP-H:%-IZ\/g-4:16x/§.

Ad. c¢) Teraz rozwazamy kat miedzy krawedzig boczng i krawedzia podstawy.
S

Jest to kat w tréjkacie prostokatnym ADS, ktorego bokami sa krawedz boczna AS,
wysokos¢ Sciany bocznej DS i polowa krawedzi podstawy. Miara kata DAS jest rowna 45°,

wiec |DA| =|DS|. Zatem |DS| = %a = 24/3 . Dla trojkata, ktérego przyprostokatnymi sa
odcinki DO i OS mozemy zapisaé twierdzenie Pitagorasa [0S|” +|OD|” =|DS|".
Stad
0s|’ =|Ds[ =|DO| = (243 —thjz —12-4=8,
wiec [0S| = /8 . Szukana objetosé jest wiec rowna

Vv =§PP-H =%-12\/§-\/§=4\/§'2\/§:8\/€.
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Zadania dotyczace bryt obrotowych mozemy znalez¢ w Informatorze maturalnym
z matematyki od roku 2010. Jak dotad nie wystapity w arkuszu z matury probne;j
w listopadzie 2009, matury wlasciwej w maju 2010, ani tez w arkuszu z ostatniej matury
probnej w listopadzie 2010. Nie oznacza to jednak, ze takie zadania nie moga wystapi¢
w kolejnych arkuszach opublikowanych przez CKE.

Przyjrzymy si¢ zadaniom z tego dziatu matematyki. Rozpoczniemy od zadan

,,Z walcem”.

Zadanie 1. (Informator maturalny, s. 83, zadanie 49)

Przekr6j osiowy walca jest kwadratem o boku dlugosci 6. Objetos¢ tego walca jest rowna

e [ A
6
A. 187 B. 54r C. 1087 D. 2l6x
Rozwiazanie
D C
6
-7 1 ol
A B

>

Poniewaz prostokat ABCD, czyli przekrdj osiowy walca, jest kwadratem, wigc |AB| = |CD

czyli 2r =6. Stad r =3 . Objetos¢ walca jest zatem réwna
V=nr’h=xz-3-6=54r.
Wybieramy poprawna odpowiedz B.

Zadanie 2. (Informator maturalny, s. 29, zadanie 6)
Prostokat ABCD obracajac si¢ wokot boku AB, zakreslit walec wi. Ten sam prostokat
obracajac si¢ wokol boku AD, zakreslit walec w,. Otrzymane walce maja rowne pola

powierzchni catkowitych. Wykaz, ze prostokat ABCD jest kwadratem.

89



XVI. BRYLY OBROTOWE

Rozwigzanie

Oznaczmy dlugosci bokow AB i AD prostokata ABCD odpowiednio przez a i b. Obracajac
prostokat wokét AB otrzymujemy walec Wi, ktorego wysokos$¢ jest rowna a, natomiast
promien podstawy jest rowny b (zobacz rysunek 1.). Po obrocie prostokata wokot AD

otrzymujemy walec W, (zobacz rysunek 2.). Wysokos$¢ tego walca jest rowna b, promien

podstawy jest réwny a.

\ [
‘\‘ /S \ C

b
1
1
\a /\ b
A I B \7‘
|
I /’—_—---5\\
1 7 ~
] \
I !JB
!
/
/
Rys.1 Rys.2

Mozemy teraz obliczy¢ pola powierzchni catkowitych obu tych walcéw. Oznaczmy je
odpowiednio P i P,.
P =27b*+27b-a=27b(b+a) oraz P, =27a’ +27a-b=2za(a+h)
Poniewaz pola te sa réwne, wigc otrzymujemy
27b(b+a)=2za(a+b).
Dzielac obie strony tej rownos$ci przez 27r(b + a) dostajemy b =a. To oznacza, ze wszystkie
boki prostokata ABCD sa tej samej dtugosci, czyli ten prostokat jest kwadratem. To konczy
dowdd. Jak wida¢ dowod weale nie byt taki trudny.
Przejdzmy do kolejnej bryly obrotowej, jaka jest stozek.

Zadanie 3. (Informator maturalny, s. 83, zadanie 50)

Przekroj osiowy stozka jest trdjkatem rownobocznym o boku dhugosci 6. Pole powierzchni

bocznej tego stozka jest rowne

A. 127 B. 18« D. 36r
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Rozwigzanie

Poniewaz przekroj osiowy jest trojkatem réwnobocznym, wige 2r =6. Stad r =3 . Teraz
mozemy obliczy¢ pole powierzchni bocznej tego stozka
B=nrl=x-3-6=187
Poprawna odpowiedzia jest B.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 4.
Zadanie 4. (Informator maturalny, s. 88, zadanie 91)
Przekrdj osiowy stozka jest trojkatem réwnoramiennym o podstawie dtugosci 12. Wysokosé

stozka jest rowna 8. Oblicz pole powierzchni bocznej tego stozka.

Zadanie 5. (Informator maturalny, s. 38, zadanie 11)

Powierzchnia boczna stozka po rozwinigciu na ptaszczyzng jest potkolem o promieniu 12 cm.
Podstawa tego stozka jest kotem o promieniu

A. 12cm B. 6cm C. 3cm D. 1cm
Rozwiazanie

Sporzadzmy rysunek postawy stozka i1 jego powierzchni bocznej po rozwinigciu na

plaszczyzng.

12 12
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Pole potkola jest rowne potowie pola kota o promieniu 12, czyli
172 127 =72r .
2
Ale ten wycinek to powierzchnia boczna naszego stozka i promien tego potkola to dlugosé
tworzacej naszego stozka. Wykorzystujac wzor na pole powierzchni bocznej stozka mamy
B=r-r-12.
Poréwnujac te pola otrzymujemy
T2r=12xr.
Stad r = 6. Poprawna odpowiedz, to B.
Zadanie 6.

Walec i stozek maja rowne objetosci oraz rowne promienie podstaw. Wtedy

A. wysokos¢ walca jest rowna wysokosci stozka.

B. wysokos$¢ walca jest dwa razy wigksza od wysokos$ci stozka.
C. wysoko$¢ walca jest trzy razy mniejsza od wysokosci stozka.
D. wysoko$¢ walca jest cztery razy mniejsza od wysokosci stozka.
Rozwiazanie

Oznaczmy przez I promien podstawy walca. Jest to jednoczes$nie promien stozka. Oznaczmy

dalej przez h, wysoko$¢ walca oraz h, wysokos¢ stozka. Objetosci walca oraz stozka sa
wtedy rowne
V, = zr’h, oraz V, =%ﬂr2hs.
Poniewaz te objetosci sa réwne, wigce otrzymujemy réwnosc¢
zr’h, = %m’zhs,

a stad
1
hw = g hs .
To oznacza, ze wysokos$¢ walca jest trzy razy mniejsza od wysokosci stozka. Wybieramy

zatem odpowiedz C.

Zadanie 7.

Kwadrat o boku dlugos$ci 4 obracamy wokot jego osi symetrii. Oblicz objgtos¢ i1 pole
powierzchni catkowitej otrzymanej bryly. Rozwaz wszystkie przypadki.

Rozwiazanie

Zastané6wmy si¢ najpierw nad ostatnim zdaniem i sprobujmy odpowiedzie¢ na pytanie, o jakie
przypadki tu chodzi i ile ich jest. Odpowiedz na to pytanie znajdziemy analizujac obrot
kwadratu wokot jego osi symetrii. Kwadrat ma dwa rodzaje osi symetrii. Jeden rodzaj to
proste przechodzace przez $rodki przeciwleglych bokow, drugi rodzaj to proste przechodzace

przez przeciwlegle wierzchotki. Innych rodzajow osi symetrii kwadrat nie ma. Obie te
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sytuacje przedstawione sa na ponizszych rysunkach.

D C D C

A B B

Mamy wigc dwa przypadki do rozwazenia. Po obrocie kwadratu wokol prostej
przechodzacej przez Srodki przeciwleglych bokéw otrzymujemy walec, ktorego

wysokoscia jest bok kwadratu, a promien podstawy to potowa dtugosci boku.

D C
4

r”—_- —~2~\\
A B

Objetos¢ 1 pole powierzchni catkowitej tego walca wynosza
V,=r-2"-4=16r oraz P, =27-2> +27-2-4=24r.

Po obrocie kwadratu wokol prostej przechodzacej przez przeciwlegle wierzcholki
kwadratu otrzymujemy bryle zlozong z dwoch przystajacych stozkow. Wysokos¢

kazdego z nich jest rOwna promieniowi jego podstawy i jest polowa dlugos$ci przekatnej

kwadratu. Dlugo$¢ przekatnej jest rowna d = 42 , wigc jej potowa to 22

Objetos¢ tej bryty jest zatem suma objgtosci tych stozkow, a pole powierzchni catkowitej jest

suma powierzchni bocznych tych stozkow.

1 2 32V2
VS=2-§7Z"(2\/§) 242 = {ﬂ oraz P, =27-23/2 -4 =162x.
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Zajmijmy si¢ teraz kula.
Zadanie 8.
Dwie jednakowe metalowe kule, kazda o promieniu 1 cm, zostaly przetopione na jedna kulg.

Promien otrzymanej kuli jest rowny

A. 2cm B. 2V2 cm C. V2 em D. ¥2 cm
Rozwiazanie
Oznaczmy przez r promien kuli, ktéra zostata odlana z metalu ze stopionych dwdch kul.
Objetos¢ kazdej ze stopionych kul jest rowna
4 5
—r-I'==m,
3
wigc metal z obu stopionych kul ma objetos¢
4 8
2-—m=—1.
3 3
Jest to jednoczesnie objgtos¢ odlanej kuli. Jej promien oznaczmy przez r. Mozemy zatem
zapisa¢ rOwnanie
3 8
—nr=—r.
Stad r’=2,wiec I = 3/5 . Poprawna odpowiedzia jest D.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania9.
Zadanie 9.
Objetos¢ kuli jest rowna objetosci stozka. Wysokos$¢ tego stozka jest 2 razy mniejsza niz

promien jego podstawy. Wykaz, ze pole powierzchni kuli jest rtowne polu podstawy stozka.
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Przygotowujac si¢ do matury, oprocz bieglosci w interpretowaniu informacji
przedstawionych w tabelach 1 na wykresach, zdajacy musi wykazac¢ si¢ umiejetnoscia liczenia
sredniej arytmetycznej, mediany, Sredniej wazonej oraz odchylenia standardowego dla
zestawu danych. Nie bedziemy tutaj przytacza¢ definicji, niemniej bedziemy si¢ do nich
odnosi¢, przy rozwiazywaniu zadan.

Zacznijmy od rozwiazania zadania z matury.

Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 8, zadanie 25)

Srednia arytmetyczna dziesigciu liczb X, 3, 1,4, 1, 5, 1, 4, 1, 5 jest rowna 3. Wtedy
A, X=2 B. x=3 C. x=4 D. x=5
Rozwiazanie

Korzystajac bezposrednio z definicji §redniej arytmetycznej mamy

X+3+1+4+1+5+1+4+1+5
10

3

czyli
x+25:3

10
Stad otrzymujemy X + 25 =30, a wigc X =5 . Zaznaczamy odpowiedz D.

W Informatorze o egzaminie maturalnym proponuje si¢ migdzy innymi rozwiazanie
ponizszych zadan.

Zadanie 2.  (Informator maturalny, s. 64, zadanie 24)

Uczen otrzymat pieé ocen: 5, 3, 6, X, 3. Srednia arytmetyczna tych ocen jest rowna 4.
Oblicz x i mediang tych pigciu ocen.

Rozwigzanie

Ponownie skorzystamy z definicji $redniej arytmetycznej 1 otrzymamy

5+3+6+X+3

4,
5
17+x:4’
5
17+x=20,
X=3.

Aby obliczy¢ Srednia, nasze dane nie muszg by¢ uporzadkowane tj. ustawione od
najmniejszej do najwigkszej (lub odwrotnie). Jednak w celu wyznaczenia mediany
musimy to zrobi¢ — otrzymujemy 3, 3, 3, 5, 6. Mediana jest to wynik §rodkowy (tyle samo

liczb jest na lewo, jak i na prawo od mediany). Mediana w naszym przypadku jest rowna 3.
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Gdybysmy mieli parzysta ilos$¢ liczb, to wowczas policzyliby$Smy $rednig arytmetyczna
dwach liczb srodkowych, tak jak w nastepujacym zadaniu z Informatora
Zadanie 3.  (Informator maturalny, s. 87, zadanie 83)
Oblicz mediang danych: 0, 1, 3, 3,1, 1, 2, 1.
Rozwigzanie
Porzadkujemy dane w ciag niemalejacy: 0, 1, 1, 1, 1, 2, 3, 3. Poniewaz jest osiem danych, to
nie mozemy wskaza¢ doktadnie jednej, lezacej posrodku tych liczb. Srodek ,,wypada” migdzy
czwarta i piata dana

,,Srodek”

0,1,1,1¥1,2,3,3

J\_ J
Y

cztery na lewo cztery na prawo
od ,,srodka” od ,,$srodka”

Bierzemy dwie dane ,,srodkowe”, w naszym przypadku sa to 11 1, i liczymy ich $rednia
arytmetyczna %1 =1. Mediana jest rowna 1.

Ponizsze zadanie jest czg$cia zadania zamieszczonego w Informatorze.

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 31, zadanie 16)

Tabela zawiera niektore wyniki pisemnego sprawdzianu z matematyki w pewne;j klasie

maturalnej (ocenionego w szesciostopniowej skali ocen).

dziewczgta chlopcy
liczba piszacych 11 14
srednia 4 3,8

Oblicz $rednig ocen z tego sprawdzianu dla calej klasy. Wyniki podaj z zaokragleniem do
dwoch miejsc po przecinku.

Rozwiazanie

Wydaje si¢, ze nie mamy danych dotyczacych liczby poszczegélnych ocen. Zanim
rozwigzemy podane zadanie, rozwazmy ponizszy przyktad. Przypusémy, ze w klasie mamy
pieciu chtopcoéw z ocena 5, trzech z ocena 4, jednego z ocena 2 i jednego z oceng 1. Zapiszmy
wyrazenie ,,stuzace” liczeniu ich $redniej:

5543441 2+1-1 25+12+2+1

. 5+3+1+1 10
Czyli 5-5+3-4+1-2+1-1=10-4, zatem iloczyn Sredniej przez liczb¢ uczniow daje nam

4.

< |

licznik wyrazenia sluzacego obliczeniu tej sSredniej.
Podobnie wsrod dziewczat, dziesieé otrzymato oceng 5, jedna oceng 4 i jedna oceng 3.

. - 10-5+1-4+1-3
Srednia ocena dziewczat jest zatem rowna X, = Oelel 4,75 .
+1+

Stad 10-5+1-4+1-3=12-4,75.
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Policzmy $rednia >_(kI dla catej klasy

_ (10+5)-5+(1+3)~4+(1+0)'3+(0+1)-2+(0+1)~1:

Xkl

22
_(10-5+1-4+1-3)+(5-5+3-4+1-2+1-1) 12-4,75+10-4
22 22
5744097 4
22 22
11-4+14-38
Teraz mozemy wroci¢ do zadania. Szukana $rednia jest rowna 11—14’ ~3,89.
+

Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 40, zadanie 12)

Wyniki sprawdzianu z matematyki sa przedstawione na diagramie.

. 1. AN
liczba os6b

S = DNWHArUON I

1 2345 6 ocena

Mediana ocen uzyskanych przez ucznidow jest rowna

A. 6 B. 5 C. 45 D. 4

Rozwiazanie

Nie begdziemy wypisywac ocen tylko policzymy ich liczbe: 1+4+2+4+4+8=23. Liczba
ocen jest nieparzysta, mozemy wigc wskaza¢ oceng (liczbg) srodkowa — jest nig dwunasta
ocena, czyli bardzo dobry (bierzemy jedna oceng niedostateczna, nast¢pnie cztery
dopuszczajace, dalej dwie dostateczne i cztery oceny dobre — w sumie jedenascie ocen).
Zaznaczamy odpowiedz B.

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 42)

Mediana danych przedstawionych w tabeli liczebno$ci jest rowna

warto$¢ 011|213

liczebnos¢ | 52|11

A. 0 B. 0,5 C. 1 D. 5

Rozwigzanie

Podobnie jak wcze$niej obliczmy, Ze jest 9 wynikdéw: pigc zer, dwie jedynki, jedna dwdjka i
jedna trojka. Jest nieparzysta ilo§¢ wynikow, zatem mediana jest srodkowy, czyli piaty wynik

— jest to warto$¢ 0. Zaznaczamy A.
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Zadanie 7.  (Informator maturalny, s. 82, zadanie 43)

Srednia arytmetyczna danych przedstawionych na diagramie czestosci jest rowna

A
czestos¢ w %

40
30

20
10

0 >
0 1 2 3 wartodé

A. 1 B. 12 C. 15 D. 1,8

Rozwiazanie
Mamy do czynienia ze Srednia wazona, gdzie poszczegolnych wartosci nie bedziemy mnozy¢
przez bezwzgledng czestos¢ ich wystepowania, ale przez czestos¢ wyrazong w procentach.

40%-0+30%-1+20%-2+10%-3 100% _
100% 100%

Srednia jest rowna

Zaznaczamy odpowiedz A.

Na koniec zadanie odwotujace si¢ do graficznego przedstawienia danych.

Zadanie 8.

Wykres przedstawia wartos¢ temperatury mierzonej w potudnie, w pierwszej potowie marca.
Korzystajac z wykresu oblicz:

a)  Srednig temperatur¢ w drugim tygodniu marca;

b)  odchylenie standardowe wartos$ci temperatury w drugim tygodniu marca;

c¢) mediang liczona w pierwszej potowie miesiaca.

Wynik zaokraglij do drugiego miejsca po przecinku.

101112 &) V&Y
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Rozwigzanie

a)

b)

(D+2454+4+2+4(2)+(3) _ 7 _
7 7

Srednia temperatura jest rowna l.

Wariancjeg, czyli kwadrat odchylenia standardowego obliczymy na dwa sposoby.

Pierwszy sposob

Wykorzystamy definicj¢ wariancji, ktora znajdziemy w Zestawie wzorOw na stronie 16.

Stosujac ja mamy

o o 1=+ Q=1 +G-1)"+ @ =1 +2 -1 + (21 +(-3-1)> _
7
_A4+1+16+9+1+9+16 _5_6_8

7 7

Drugi sposéb
Wykorzystamy wzor pozwalajacy obliczy¢ wariancjg. Wzor ten jest podany rowniez
w Zestawie, jako druga cz¢$¢ rownoscei
—\2 —\2 —\2
0-2 _ (al —a.) +(az —a) +...+(an —a) _ a12 +a§ +._'+a§ _(a)z.
n n

Pierwsza czg$¢ tej rownosci, to definicja wariancji, ktora wykorzystaliSmy w pierwszym
sposobie. Wzdr ten pozwala nieco uprosci¢ rachunki. Stosujac go mamy

1)? 2 2 2 2, ( A\ L { 1)
02=( 1) +2°+5% +4 7+2 +(-2)" +(-3) g

Zatem odchylenie standardowe jest rowne o = J8 . Po zaokragleniu wyniku do

drugiego miejsca po przecinku mamy o ~ 2,83.

Kolejne zmierzone temperatury w pierwszej potowie marca to:
-5,-7,-9,-8,-8,-4,-2,-1, 2, 5, 4, 2,-2,-3,-2.

Po ich uporzadkowaniu w ciag niemalejacy dostajemy
-9,-8,-8,-7,-5,-4,-3,-2,-2,-2,-1,2,2,4,5.

Danych jest 15, wigc doktadnie jedna z nich znajduje si¢ po srodku. Jest to dsma dana,

czyli —2. Jest to wlasnie mediana.
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Z zadaniami z kombinatoryki spotykamy si¢ niemal na kazdym kroku. Rozwiazujac je
czesto nikomu nawet nie przyjdzie do gtowy, ze wtasnie rozwiazuje zadanie z kombinatoryki.
Gdy rozgrywany jest turniej szachowy, w ktérym kazdy zawodnik gra jedna parti¢ z kazdym
innym, to zadanie polegajace na obliczeniu liczby wszystkich rozegranych partii jest
przyktadem zadania z kombinatoryki. W duzym uproszczeniu mozna powiedzieé, ze

kombinatoryka to umiejetnos¢ zliczania.

Zadanie 1.
Wszystkich liczb naturalnych dwucyfrowych jest
A. 89 B. 90 C. 91 D. 100
Rozwigzanie
To z pozoru banalne zadanie jest bardzo czesto blednie rozwigzywane. Ustalmy najpierw,
o jakie liczby nam chodzi. Najmniejsza liczba naturalna dwucyfrowa jest 10, najwigksza 99.
Ile jest tych liczb? Tu czgsto pada btedna odpowiedz 99 —10 =89 . Na czym polega btad?
Wypiszmy liczby naturalne od 1 do 99. Zaznaczmy na zielono te, ktore nas interesuja, a te,
ktére nas nie interesuja na czerwono.

1,2,3,4,5,6,7,8,9,10, 11, 12,13, 14, 15, ..., 96, 97, 98, 99
Wszystkich zapisanych liczb jest 99, czerwonych jest 9, wigc zielonych jest 99-9=90.
Mozemy rowniez wpisa¢ wszystkie liczby naturalne od 1 do 100. Dla jasnoS$ci zapiszmy je

w dziesigciu kolumnach, po dziesie¢ w kazdej kolumnie.

1 11 21 31 41 51 61 71 81 91
2 12 22 32 42 52 62 72 82 92
3 13 23 33 43 53 63 73 83 93
4 14 24 34 44 54 64 74 84 94
5 15 25 35 45 55 65 75 85 95
6 16 26 36 46 56 66 76 86 96
7 17 27 37 47 57 67 77 87 97
8 18 28 38 48 58 68 78 88 98
9 19 29 39 49 59 69 79 89 99
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Na zielono zaznaczyli$my liczby dwucyfrowe, a na czerwono pozostate. Te, ktore nie sa
dwucyfrowe, to dziewig¢ liczb z pierwszej kolumny i jedna — ostatnia liczba z ostatniej
kolumny. Wigc szukanych liczb jest 100 —10 =90 . Mozemy wigc poda¢ poprawna
odpowiedz B.
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Zadanie 2.
Rankiem 17 marca 2010 roku statek wyptynat w rejs. Rejs zakonczyt si¢ wieczorem 12 maja
2010 roku. Kazdego dnia, raz dziennie, w samo potudnie kapitan odnotowywat potozenie

statku w dzienniku okrgtowym. Ile razy podczas rejsu kapitan odnotowat potozenie statku?
Rozwigzanie

Rozwigzanie tego zadania sprowadza si¢ do zliczenia wszystkich dni rejsu (kazdego dnia
kapitan odnotowal potozenie statku). W marcu byto 31 dni. Od 31 odejmujemy 16 (przez
pierwszych 16 dni marca rejsu jeszcze nie byto), dostajemy 15. W kwietniu byto 30 dni.
Majowych dni rejsu byto 12. Razem mamy 15+30+12 =57 dni.

Odpowiedz: Podczas rejsu kapitan odnotowat potozenie statku 57 razy.

Zajmijmy si¢ teraz sytuacja, gdzie mamy dwa zbiory elementow i chcemy zliczy¢
laczng liczb¢ elementow z obu zbiorow, albo liczb¢ elementow wspolnych tych zbiorow,
albo wreszcie liczbe tych elementow, ktore naleza tylko do jednego z tych zbiorow.
Zadanie 3.

W trzydziestojednoosobowej klasie kazdy uczen uczy si¢ jezyka niemieckiego lub jezyka
angielskiego, 14 ucznidw uczy si¢ jezyka niemieckiego, 20 uczniéw uczy si¢ jezyka
angielskiego. Ilu ucznioéw z tej klasy uczy sig tylko jezyka angielskiego?

Rozwiazanie

Na pozoér mogtoby si¢ wydawac, ze jesli w klasie 14 ucznidw uczy si¢ jezyka niemieckiego,

a 20 uczy sig angielskiego, to powinno by¢ w klasie 34 ucznidéw. Jak to jest wigc mozliwe, ze
jest ich 31?7 Musza by¢ tacy, ktérzy ucza si¢ obu tych jezykdéw. Jest zatem trzech takich
ucznioéw (to ta ,,nadwyzka” migdzy 31 a 34). Teraz juz mozemy policzy¢ ilu ucznidw uczy si¢
tylko jezyka angielskiego. Wystarczy odja¢ 20-3=17.

Odpowiedz: W tej klasie jest 17 uczniow, ktorzy ucza si¢ tylko jezyka angielskiego.

Uwaga. Wygodnie jest te sytuacje przedstawic¢ graficznie

C D

C to zbior tych ucznidéw klasy, ktorzy ucza sig niemieckiego, D — zbidr tych, ktorzy ucza si¢
angielskiego. Zbiory te maja niepusta cz¢$¢ wspdlna. Do niej nalezy tych trzech ucznidw,

ktorzy ucza sig obu jezykow. Widac tez, ilu jest tych, ktorzy ucza si¢ tylko niemieckiego.

101



XVIII. KOMBINATORYKA

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 81, zadanie 38)

Wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez 6 lub przez 10, jest

A. 25 B. 24 C. 21 D. 20
Rozwiazanie

W tym zadaniu mamy podobna sytuacjg, jak w zadaniu poprzednim. Policzmy, ile jest liczb
dwucyfrowych podzielnych przez 6. Sa to liczby: 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54, 60, 66, 72, 78,
84, 90, 96. Jest ich 15. Teraz policzmy, ile jest liczb dwucyfrowych podzielnych przez 10.
Sa to liczby: 10, 20, 30, 40, 50, 60, 70, 80 i 90. Jest ich 9. Poniewaz sg takie liczby
dwucyfrowe, ktore sa podzielne i przez 6 i przez 10, wigc musimy uwazac, zeby takich
liczb nie liczy¢ dwukrotnie. Oznaczmy przez A zbidr liczb dwucyfrowych podzielnych
przez 6 1 przez B zbidr liczb dwucyfrowych podzielnych przez 10. Mozemy tg sytuacje

zilustrowaé podobnie jak w zadaniu poprzednim
A

W zbiorze AU B jest zatem 21 elementow. Oczywiscie rysunek nie jest konieczny. Liczbg
elementow zbioru AU B, czyli zbioru liczb dwucyfrowych, ktore sa podzielne przez 6 lub
przez 10, obliczymy dodajac liczbg elementéw A do liczby elementéw zbioru B 1 odejmujac
od tej sumy liczbg elementéw zbioru AN B, czyli zbioru liczb dwucyfrowych podzielnych
przez 6 1 przez 10. Oznaczajac liczbg elementdéw zbioru X przez| X | mozemy zapisa¢ rownos¢

|AUB|=|A|+|B|-|ANB

b

|AUB|=15+9-3=21.
Wybieramy poprawna odpowiedz C.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zadania 5.
Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 86, zadanie 78)

Ile jest liczb naturalnych dwucyfrowych podzielnych przez 15 lub 20?

PrzejdZzmy teraz do sytuacji, w ktdrej zliczamy takie obiekty, ktore sa utworzone
z dwoch lub wigcej elementow jednego albo kilku zbiorow.
Zadanie 6.  (Probny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 10, zadanie 24)
W karcie dan jest 5 zup i 4 drugie dania. Na ile sposobéw mozna zamowi¢ obiad sktadajacy
si¢ z jednej zupy 1 jednego drugiego dania?

A. 25 B. 20 C. 16 D. 9
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Rozwigzanie
Oznaczmy przez Z,, Z,, Z3, Z4, Zs zupy, a przez D;, D, D3, D4, Ds drugie dania. Wypiszmy
zestawy obiadowe, jakie mozemy zamowic:

Z,iDy, Z,iDy, Z,1Ds, Z,1Dy4, Z,1Ds,

Z,iDy, 21Dy, Z;1Ds, Z,1Ds4, Z1Ds,

Z31Dy, Z31D,, Z31Ds, Z31Ds4, Z31Ds,

Z,iDy, Z4iDy, Z41Ds, Z41Dy4, ZsiDs.
Mamy zatem 20 mozliwych do zamdwienia zestawoéw. Wybieramy poprawna odpowiedz B.
Liczbe tych zestawow mogliSmy obliczy¢ tatwo bez ich wypisywania. Zupg mozemy wybrac
na piec sposobdw, a gdy wybierzemy zupg, to do tej wybranej zupy mozemy dotozy¢ jedno
z czterech drugich dan. W rezultacie mamy 5-4 =20 mozliwych zestawdéw obiadowych.

W tym rozwiazania zastosowali$my tzw. regule mnozenia, ktéra w najprostszym
przypadku mozemy sformutowac nastgpujaco:

Jezeli wykonujemy kolejno po sobie dwie czynno$ci, przy czym rezultat pierwszej nie ma
wplywu na rezultat drugiej, pierwsza mozemy zakonczy¢ jednym z n wynikéw, drugg
jednym z m wynikow, to wykonanie tych dwoch czynnosci moze zakonczy¢ si¢ jednym

Z n-m wynikow.

Analogicznie jak w przypadku kolejnych dwdch czynnosci, obliczamy, na ile sposobow
mozemy zrealizowac ciag kolejnych trzech czynnosci, gdzie pierwsza moze zakonczy¢ si¢
jednym z n wynikéw, druga jednym z m wynikow, trzecia jednym z k wynikow. Wszystkich
realizacji tych trzech kolejnych czynnosci jest n-m -k . Podobnie dla kolejnych czterech
czynnosci, pigciu itd.

Zadanie 7.  (Prébny egzamin maturalny — listopad 2010, s. 15, zadanie 31)

Oblicz, ile jest liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktorych zapisie pierwsza cyfra jest
parzysta, a pozostate nieparzyste.

Rozwigzanie

Liczbg czterocyfrowa mozemy utworzy¢ zapisujac kolejno od lewej do prawej cztery cyfry.
Oczywiscie mozemy zapisywac te cyfry w innej kolejnosci, jednak w rezultacie i tak mozemy
potem mowic o pierwszej (od lewej), drugiej, trzeciej i czwartej cyfrze. Poniewaz pierwsza
cyfra ma by¢ parzysta, wigc bedzie ona ze zbioru {2,4,6,8} , cyfra 0 nie moze by¢ pierwsza
cyfra liczby. Druga, trzecia i czwarta cyfra ma by¢ nieparzysta, wigc kazda z nich bedzie
jaka$ cyfra ze zbioru {1,3,5,7,9} . Mamy zatem 4 mozliwosci wyboru pierwszej cyfry,

5 mozliwos$ci wyboru drugiej, 5 mozliwosci wyboru trzeciej 1 5 mozliwosci wyboru czwartej
cyfry. Mozemy w ten sposob utworzy¢ 4-5-5-5=1500 takich liczb.

Odpowiedz: Jest 500 liczb naturalnych czterocyfrowych, w ktérych zapisie pierwsza cyfra
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jest parzysta, a pozostate nieparzyste.
Jako ¢wiczenie proponujemy rozwigzanie zadan 8, 91 10.
Zadanie 8.

Na ile sposoboéw Ala, Bartek i Celina moga usias$¢ na trzech sposrod pigciu miejsc w kinie?

Zadanie 9.  (Prébny egzamin maturalny — listopad 2009, s. 8, zadanie 25)

Wybieramy liczbg a ze zbioru A={2,3,4,5} oraz liczbg b ze zbioru B ={1,4} . Ile jest takich
par (a,b), ze iloczyn a-b jest liczba nieparzysta?
A. 2 B. 3 C. 5 D. 20

Zadanie 10. (Informator maturalny, s. 86, zadanie 79)

Ile jest liczb naturalnych trzycyfrowych, w ktorych cyfra dziesiatek jest o 2 wigksza od cyfry
jednosci?

Na zakonczenie tego rozdziatu rozwiazemy zadanie 11.

Zadanie 11. (Informator maturalny, s. 86, zadanie 80)

Na jednej prostej zaznaczono 3 punkty, a na drugiej 4 punkty (zob. rysunek). Ile jest

wszystkich trojkatow, ktorych wierzchotkami sa trzy sposrdd zaznaczonych punktow?

Rozwiazanie

Oznaczmy te punkty tak jak na rysunku

A;

A

Wypiszmy wszystkie mozliwe trojkaty, ktorych wierzchotkami sa trzy sposrod tych siedmiu
punktow, przy czym dwa z tych punktow musza leze¢ na jednej prostej, a trzeci na drugiej.
Poniewaz trojkat o wierzchotkach K, L 1 M mozemy oznaczy¢ KLM, albo MKL, albo

zapisujac te wierzchotki w dowolnej kolejnosci, wigc tak bedziemy zapisywac te kolejne
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wierzchotki trojkata, zeby najpierw poda¢ dwa lezace na jednej prostej i zeby numery tych
wierzchotow rosty, potem zapiszemy trzeci wierzchotek. Mamy nastgpujace trojkaty:

A1 A2 By, Al Ay By, AT ArBs, Al Ay By,

Ai A3 By, Al A3 By, A A3 Bs, Aj A3 By,

Ay A; By, Ay A3 By, Ay A3 Bs, Ay A3 By,

Bi B2 Aj, BiB2 Ay, BiBa A,

Bi Bs Ai, Bi B3 Ay, Bi B3 A,

Bi B4 Aj, BiBs Ay, B ByA;,

B2Bs Al BoBs Ay, BaBs A,

B, BsAi, By Bs Ay, By By As,

Bs B4A;, B3 B4 Ay, B3 BsAs;,

Razem mamy 30 trojkatow.
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Zadania z rachunku prawdopodobienstwa obejmujace umiejetnosci z poziomu
podstawowego obejma schemat klasyczny 1 wlasnosci prawdopodobienstwa. Nie wymagaja
znajomos$ci wzorow kombinatorycznych, a jedynie umiejetnosci zliczania obiektow

w prostych sytuacjach kombinatorycznych.

Zadanie 1.  (Informator maturalny, s. 42, zadanie 25)
Ze zbioru liczb {1,2,3,4,5,6,7,8} wybieramy losowo jedna liczbg. Jezeli p oznacza

prawdopodobienstwo otrzymania liczby podzielnej przez 3, to

1
A. p<0,25 B. p=0,25 C. P=3 ) 3

Rozwiazanie
Doswiadczenie losowe opisane w zadaniu to losowanie jednej liczby ze zbioru ztozonego z 8

liczb. Mozliwych wynikow tego losowania jest 8. Kazdy taki wynik to zdarzenie elementarne,
czyli Q={1,2,3,4,5,6,7,8} . Wylosowanie kazdej liczby z tego zbioru jest jednakowo

prawdopodobne, np. wylosowanie liczby 3 jest tak samo prawdopodobne jak wylosowanie
liczby 7. Zdarzeniem losowym, ktérego prawdopodobienstwo chcemy obliczy¢ jest

wylosowanie liczby podzielnej przez 3. Oznaczmy to zdarzenie przez A. Zatem A ={3,6},

bo tylko dwie liczby ( 3 oraz 6) ze zbioru {1,2,3,4,5,6,7,8} sa podzielne przez 3.

Zapisujemy teraz |Q| =38,

Al=2,wiec P(A)=1—===

Wybieramy poprawna odpowiedz B.

Zadanie 2.

Rzucamy dwa razy symetryczna, szeScienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo,

ze liczby oczek otrzymane w obu rzutach réznia si¢ o 1.

Rozwiazanie

Rozwiazemy to zdanie wykorzystujac model klasyczny. Doswiadczenie losowe opisane

w zadaniu to kolejne dwa rzuty symetryczna sze$cienna kostka do gry. Pojedynczym
wynikiem tego do§wiadczenia jest para dwoch liczb oczek, jakie uzyskamy w kolejnych
rzutach. Jesli np. w pierwszym rzucie wypadna 2 oczka, a w drugim 5, to zapiszemy to, jako

parg uporzadkowana (2,5). Zatem Q jest zbiorem wszystkich takich par (a,b), Ze a jest
jakas liczba naturalng od 1 do 6 (wlacznie) oraz b jest tez jakas$ liczba naturalna od 1 do 6

(wlacznie). Wszystkich takich par jest 6-6 =36, co wynika z reguty mnozenia, czyli |Q| =36.
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Oznaczmy przez A zdarzenie, ze liczby oczek otrzymane w obu rzutach ro6znia sig o 1.

Wybieramy te wszystkie pary (a,b), w ktérych liczby a i b r6znia si¢ o 1. Zwroémy uwagg,
ze np. taka para jest zarowno (1,2), jak i (2,1). Wypiszmy wszystkie takie pary:

(1,2), (2,1), (2,3), (3,2), (3,4), (4,3), (4,5), (5,4), (5,6), (6,5).
Jestich 10, wigc |A| =10.
Otrzymanie kazdej pary jest tak samo prawdopodobne, wigc mamy do czynienia z modelem

klasycznym. Z definicji obliczamy prawdopodobienstwo zdarzenia A

_A_10_5
( )_|Q|_36_18'

Odpowiedz. Prawdopodobienstwo, ze liczby oczek otrzymane w dwukrotnym rzucie kostka
5

r6znia si¢ o 1 jest rowne ﬁ

Jako ¢wiczenie proponujemy rozwiazanie zdania 3.

Zadanie 3.  (Informator maturalny, s. 87, zadanie 87)
Rzucamy dwa razy symetryczna szescienng kostka do gry. Oblicz prawdopodobienstwo

otrzymania iloczynu oczek réwnego 5.

Zadanie 4.  (Informator maturalny, s. 27, zadanie 11)

Rzucamy trzy razy symetryczna szeScienna kostka do gry. Opisz zbidr wszystkich zdarzen

elementarnych, a nastgpnie oblicz prawdopodobienstwo, ze w kazdym rzucie liczba oczek

bedzie wieksza od numeru rzutu.

Rozwiazanie

Doswiadczenie losowe to trzykrotny rzut kostka. Pojedynczym wynikiem tego

doswiadczenia, a wigc zdarzeniem elementarnym, jest ciag trzech liczb oczek otrzymanych

w kolejnych rzutach. Obliczmy, ile jest wszystkich takich ciagéw. W kazdym rzucie kostka

wypadnie jedna z liczb oczek od 1 do 6, mamy wigc 6 wynikow pierwszego rzutu. Tak samo

mamy 6 wynikoéw drugiego rzutu, a takze 6 wynikéw trzeciego rzutu. Zgodnie z regula

mnozenia liczba wynikow trzech kolejnych rzutéw kostka jest rowna 6-6-6 =216, czyli
|Q|=216.

Kazde zdarzenie jednoelementowe jest jednakowo prawdopodobne, wigc mamy do czynienia

z modelem klasycznym.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze liczba oczek w kazdym rzucie bgdzie wigksza od numeru

rzutu. W pierwszym rzucie beda to zatem liczby wigksze od 1, czyli 2, 3, 4, 5, 6, w drugim

wigksze od 2, czyli 3, 4, 5, 6, a w trzecim wigksze od 3, czyli 4, 5, 6. Pierwszy rzut moze

zakonczy¢ si¢ jednym z pigciu wynikow, drugi — jednym z czterech, a trzeci — jednym
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z trzech. Stosujemy regut¢ mnozenia i obliczamy liczbg zdarzen elementarnych sprzyjajacych
zdarzeniu A
|A|=5-4-3=60,
oraz prawdopodobienstwo tego zdarzenia
A
P ( A) - u - ﬂ — i .
Q] 216 18
Odpowiedz. Prawdopodobienstwo, ze w kazdym rzucie liczba oczek bgdzie wigksza od

) 5
numeru rzutu jest rowne TS

Przejdzmy teraz do wlasno$ci prawdopodobienstwa. Znalez¢ je mozemy np.
w Zestawie wzorOw na stronie 15. Wykorzystanie tych wiasnosci pokazemy w kolejnych
zadaniach.
Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 82, zadanie 45)
O zdarzeniach losowych A i B zawartych w Q wiadomo, ze B< A, P(A)=0,7 1 P(B)=0,3.
Wtedy
A. P(AuB)=1 B. P(AuB)=0,7 C. P(AuB)=0,4 D.P(AuB)=0,3
Rozwiazanie
Zdarzenia losowe sa zbiorami, doktadniej podzbiorami zbioru Q, dlatego bardzo wygodnie je

zilustrowac.

Prawdopodobienstwo zdarzenia mozemy traktowac jak pole zaznaczonego zbioru,
pamigtajac przy tym, ze ,,pole calego zbioru Q” jest réwne 1.

Poniewaz B — A, wigc suma zbioréw A i B jest ten ,,wigkszy zbidr”, czyli A. Mozemy to
zapisa¢ w tej sytuacji za pomoca rownosci AU B = A . Prawdopodobienstwo sumy zdarzen A
1 B jest zatem takie samo jak prawdopodobienstwo zdarzenia A, czyli
P(AUB)=P(A)=0,7.

Poprawna odpowiedz to B.

Proponujemy rozwiazanie zadania 6 w ten sam sposob.

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 87, zadanie 88)
A1 B sa takimi zdarzeniami losowymi zawartymi w Q,ze Ac B oraz P(A) =031 P(B) =04.
Oblicz P(AU B).
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Zadanie 7.  (Informator maturalny, s. 22, zadanie 9)

O zdarzeniach losowych A, B wiemy, zZe: P(A) 2%, P( B) :g, P(Au B) = % Oblicz
P(ANB).
Rozwiazanie

Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen A i B obliczamy, korzystajac ze wzoru na

prawdopodobienstwo sumy zdarzen

P(AUB)=P(A)+P(B)-P(ANB).

Poniewaz P(A):%, P(B):E, P(AU B)=%,wiqe
i=l+z—P(AmB).
5 2 3
Stad otrzymujemy
P(ARB)=1+2 211
2 3 5 30
11

Odpowiedz: P(Am B) =—

Niekiedy zastosowanie wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen nie jest
oczywiste, a znacznie ulatwia rozwigzanie zadania.
Zadanie 8.
Ze zbioru liczb naturalnych trzycyfrowych losujemy jedna. Oblicz prawdopodobienstwo, ze
wylosowana liczba bgdzie podzielna przez 2 lub przez 3.
Rozwigzanie
Okreslmy najpierw zbior wszystkich zdarzen elementarnych. Jest to zbior

Q={100,101,102,103, 104, ..., 998, 999} . Ma on 900 elementow, czyli |Q| = 900.

Oznaczmy przez A zdarzenie, ze wylosowana liczba bedzie podzielna przez 2, a przez B

zdarzenie, ze wylosowana liczba bedzie podzielna przez 3. Zdarzenie, ze wylosowana liczba

bedzie podzielna przez 2 lub przez 3 to suma zdarzen A i B. Chcemy wigc policzy¢ P(A v B) .
Ze wzoru na prawdopodobienstwo sumy zdarzen

P(AuB)=P(A)+P(B)-P(ANnB),
mozemy obliczy¢ P(AUB), gdy bedziemy znali P(A), P(B) oraz P(ANB).
Obliczmy kolejno te prawdopodobienstwa. Zdarzenie A to A={100,102, 104, ..., 998} .
Sprzyja temu zdarzeniu 450 zdarzef elementarnych, czyli |A| =450 . Prawdopodobienstwo

zdarzenia A jest zatem rowne

py- A 450

||9o

S
|~
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Zdarzenie B to B = {102,105,108,...,999} . Temu zdarzeniu sprzyja 300 zdarzen
elementarnych, czyli |B| =300, wigc

(8)= LBl 300 _1
Q] 900 3
Pozostato do obliczenia P(Am B) . Zdarzenie AN B to iloczyn zbioréw A i B. Wylosowana

liczba musi by¢ wigc jednoczesnie podzielna przez 2 i przez 3, a to oznacza, ze musi to by¢
liczba podzielna przez 6, bo liczby 2 1 3 nie maja innych wspolnych dzielnikow niz 1. Stad

AN B ={102,108,114,..,996} . Liczb w tym zbiorze jest 150, czyli |Am B| =150.

Prawdopodobienstwo zdarzenia AN B jest wigc rowne
( )_|AmB|_@_l
Q900 6
Teraz mozemy juz obliczy¢ prawdopodobienstwo sumy zdarzen A i B
I 11 2
P(Au B) =—4———=—.
2 3 6 3
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo, ze wylosowana liczba bedzie podzielna przez 2 lub

przez 3 jest rowne 3

Na koniec rozwiazemy zadanie, w ktérym zastosujemy metode¢ drzewkowq.
Zadanie 9.  (Informator maturalny, s. 48, zadanie 32)
Dane sa dwa pojemniki. W pierwszym z nich znajduje si¢ 9 kul: 4 biale, 3 czarne i 2 zielone.
W drugim pojemniku jest 6 kul: 2 biate, 3 czarne i 1 zielona. Z kazdego pojemnika losujemy
po jednej kuli. Oblicz prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul tego samego koloru.
Rozwiazanie
Zadanie to rozwiazemy jedynie metoda drzewkowa, cho¢ mozna je rozwiaza¢ wykorzystujac

model klasyczny.

Losowanie kuli
Z pierwszego pojemnika

1 Losowanie kuli
3 5 z drugiego pojemnika
6

O
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Doswiadczenie losowe opisane w zadaniu to losowanie po jednej kuli z dwdch pojemnikéw.
Mozemy je potraktowac, jako doswiadczenie dwuetapowe, w ktorym pierwszy etap to
losowanie jednej kuli z pierwszego pojemnika, a drugi etap — losowanie jednej kuli z drugiego
pojemnika. Na galeziach zapiszmy odpowiednie prawdopodobienstwa, a istotne galgzie
pogrubimy. Pamigtajac, ze wzdtuz gatezi mnozymy prawdopodobienstwa, a wyniki

z poszczegblnych gatezi dodajemy, obliczamy prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul
tego samego koloru

19

4 1
—_ + —_—=—,
9 6 54

oo

3 2
B
6 9

O | W

19
Odpowiedz: Prawdopodobienstwo wylosowania dwoch kul tego samego koloru jest rowne a3
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XX. PRZYKLADY ZADAN Z POZIOMU ROZSZERZONEGO

Ostatni rozdzial tego opracowania poswigcimy wybranym zadaniom z poziomu
rozszerzonego. Podane przyktady zadan oczywiscie nie wyczerpuja catego zakresu wymagan
egzaminacyjnych z poziomu rozszerzonego, a jedynie sygnalizuja te umiej¢tnosci i dziaty
podstawy programowej, z zakresu ktorych pojawiaty si¢ zadania na egzaminie maturalnym
z matematyki z poziomu rozszerzonego w maju 2010.

Zadanie 1.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 2, zadanie 1)

Rozwiaz nierdwnos¢ |2x + 4| + |X — 1| <6.

Rozwigzanie

Wykorzystamy najpierw dwukrotnie definicj¢ wartosci bezwzgledne;.

Poniewaz [2X +4| =2x+4, gdy 2X+4 >0 czyli gdy x> -2, natomiast [2X +4| = —(2x+4),
gdy 2x+4 <0 czyli gdy x < -2, zatem dla wszystkich liczb X > -2 mozemy zapisa¢ 2X + 4

zamiast |2X +4

, a dla wszystkich X <—2 mozemy zapisa¢ —(2X +4) zamiast |2X +4|.
Podobnie [x—1|=x—1, gdy x—1>0 czyli gdy x>1, natomiast |[x—1|=—(x—1)=1-x, gdy
X—1<0czyli gdy X <1.Oznacza to, ze dla wszystkich X >1 mozemy zapisa¢ X —1 zamiast

x—1

, a dla wszystkich X <1 mozemy zapisa¢ 1 — X zamiast |X - 1| .

Dla jasno$ci zaznaczmy to na osi liczbowej.

[x—1|=1-x [x—1]=x-1
A A
|2x+4|}:\—(2x;1) |2x+i=\2x+4
N

Widzimy stad, ze liczby -2 i 1 podzielity 0§ liczbowa na trzy przedziaty: (—o,-2), (-2,1)

i <1,+oo) . W kazdym z tych przedziatow mozemy zapisa¢ nasza nierowno$¢ bez uzycia znaku
wartosci bezwzglednej. Warto przy tym zauwazy¢, ze nie ma znaczenia, ktore przedziaty beda
domknigte, a ktore otwarte, byleby tylko w sumie przedziaty te pokrywaty cala o$ liczbowa.
W kazdym z tych przedziatéw mozemy nasza nier6wnos¢ zapisa¢ bez uzycia znaku wartosci
bezwzglednej. Mamy wigc do rozpatrzenia trzy przypadki:

L. Dla x € (—o0,—2) nierdwno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci —(2x+4)+1-x<6.

Rozwiazujac ja mamy kolejno
—2X—4+1-%x<6,

-3x<9,

X>-3.
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Ale poniewaz brali$my pod uwagg tylko liczby X < -2, wigc w tym przypadku mamy
xe(-3,-2).

II. Dla x e <—2,l) nierowno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci 2X+4+1-x<6. Stad x<1.

Tym razem brali$my pod uwagg tylko liczby x € <—2 ,1) , a kazda z tych liczb jest niewigksza

niz 1, wigc w tym przypadku mamy X e <—2,1) )

III. Dla x <1,+oo) nierdwno$¢ mozemy zapisa¢ w postaci 2x+4+x—-1<6. Stad x<1.

Teraz braliSmy pod uwagg tylko liczby x € <1 ,+ oo) , wigc w tym przypadku jedynie liczba

X =1 spetnia nierdwnos¢.

W rezultacie rozpatrzonych przypadkow liczba X spetnia nasza nieréwnos$¢, gdy
xe(-3,-2) lub x&(-2,1) lub x =1

czyli gdy x e <—3,1>.

Odpowiedz: x e(-3,1).

Zadanie 2.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 12, zadanie 6)

Wyznacz wszystkie wartosci parametru m, dla ktérych rownanie x> +mx+2 =0 ma dwa
rozne pierwiastki rzeczywiste takie, ze suma ich kwadratow jest wigksza od 2m* —13.
Rozwiazanie
Réwnanie X* +mx+2 =0 z niewiadoma X jest kwadratowe przy dowolnej wartosci
parametru m. Posiada ono dwa rozne pierwiastki X, X, tylko wtedy, gdy jego wyrdznik jest
dodatni, czyli gdy A > 0. Wykorzystujac wzor na wyrdznik otrzymujemy
m’—4.2>0,
(m-2v2)(m+2v2)>0.

Stad

me (—oo,—Z\/E) ) (2\/§,+oo) .
Rozwiazmy teraz nieréwnos$¢ X° + X,” > 2m* —13 . Mozemy wykorzystaé wzory na

-m-vym’-8  -—m+ym’-8

pierwiastki trojmianu kwadratowego. Wtedy X, = — X, = —
2 2
L, . [ —m—+m* -8 —m++m° -8 )
a nieroOwnos¢ przyjmie postac 5 + 5 >2m°—-13.
Stad mamy kolejno
m’ +2mym* -8 +m> -8 m’>-2mym’ -8 +m’ -8 )
2 + 2 >2m” —13,
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m2+;cn1«£ﬁ8z+m2—8+m2;7,mﬂ[ﬁ§+m2—8>2mz_13
4 2

2
A =16 omr_1s,

m*—4>2m*-13,
0>m*-9,
(m-3)(m+3)<o0,
me (3,3) .
Stad 1 z poprzedniej czg$ci rozwiazania otrzymujemy ostatecznie
me(-3,-2v2)u (242, 3).
Nieréwno$é x> + X, > 2m* —13 mozemy rozwiazaé znacznie szybciej wykorzystujac wzory
na sumg i na iloczyn pierwiastkdéw tréjmianu kwadratowego. Sa to tzw. wzory Viéte’a. Sa one
podane rowniez w Zestawie WzorOw na stronie 4. Najpierw jednak musimy tak zapisa¢ nasza
nierdwnos$¢, zeby te wzory méc wykorzysta¢. Dodajac 1 odejmujac do lewej strony
nierownos$ci podwojony iloczyn pierwiastkow mamy
X +2X X, + %, —2XX, >2m* —13.
To z kolei mozemy zapisa¢ w postaci
(% +%)" =2%X, >2m* 13,
Teraz wykorzystujemy wzory Viete’a 1 zapisujemy nierdwnos$¢ w postaci

-m ? 2
(—J -2-Z>2m*-13,
1 1

m*—4>2m’-13.
Dalej postgpujemy juz tak samo jak poprzednio.

Odpowiedz: m e (—3,—2ﬁ ) u(zﬁ, 3).

Zadanie 3.  (Egzamin maturalny — maj 2010, s. 4, zadanie 2)

Wyznacz wszystkie rozwiazania rownania 2cos” X —5sin X —4 =0 nalezace do przedziatu
(0,27) .

Rozwigzanie

Rozwiazujac rownanie trygonometryczne dazymy zazwyczaj do tego, aby niewiadoma byta
zwiazana jedna funkcja trygonometryczng. Teraz niewiadoma w pierwszym miejscu,

w ktorym wystgpuje jest zwigzana funkcja cosinus, w drugim miejscu jest zwiazana funkcja
sinus. Miedzy funkcjami sinus i cosinus tego samego argumentu X zachodzi zwiazek

sin® X+cos’ X =1 zwany jedynka trygonometryczna. Stad wyznaczamy cos’ X =1—sin” X .

Zatem nasze rOwnanie mozemy zapisa¢ w postaci
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2(1—sin2 X)—Ssinx—4 =0.
Po uporzadkowaniu i pomnozeniu obu jego stron rownania przez —1 dostajemy

2sin’ X+5sinX+2=0.
Jest to rownanie kwadratowe z niewiadoma sin X . Zwykle t¢ niewiadoma oznaczamy jedna
litera np. t 1 wtedy mowimy, ze wykonujemy podstawienie t =sin X. Rownanie zapisujemy

woOwczas w postaci
2t +5t+2=0.

Warto teraz jeszcze poda¢ warunek na wartos$¢, jaka moze przyja¢ niewiadoma t, tzn. zapisac
te <—1, 1> , gdyz tylko takie warto$ci moze przyjac sinus.
Rozwiazujemy to réwnanie kwadratowe

A=5-4.2.2=9, JA =3
=03 iyt L
2.2 2.2 2

Pierwsze z otrzymanych rozwiazan nie nalezy do przedziatu <—1, 1> , drugie nalezy.

. . . . 1 . 1 .
Pozostaje do rozwiazania rOwnanie t = B czyli sinX = 3 w przedziale <O, 27z> .

Najwygodniej jest postuzy¢ si¢ wykresem funkcji sinus w tym przedziale

Ty
A

; ; ; ; ; ; ; ; ;
/6 W6 w3 w2 2w3 w6 w6 4w3 w2 sw3 e S

o \/

z ktorego odczytujemy wszystkie rozwiazania

X=er lub X=E7Z'.
6 6

Odpowiedz: W przedziale <O, 27r> dane réwnanie ma dwa rozwigzania: X = %7[ , X= %7[ .
Zadanie 4.

Dany jest okrag o rownaniu X° +(y —1)> =9. Prosta | jest styczna do tego okregu, przechodzi
przez punkt P = (0, —4) 1jej wspotczynnik kierunkowy jest dodatni (zobacz rysunek).
Wyznacz rownanie prostej |.

FY
X2+ (y-1>=9
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Rozwigzanie

Oznaczmy przez Q punkt stycznosci prostej | i okrggu. Poniewaz styczna do okregu jest
prostopadla do promienia tego okregu poprowadzonego do punktu stycznosci, wigc
trojkat PSQ jest prostokatny. Oznaczmy tez przez « 1 £ miary katow ostrych w tym trojkacie.
Poprowadzmy réwniez przez punkt P prosta rownolegta do osi Ox, tak jak na rysunku

ponizej.

.
54

y
X2+ (y-1’=9

T _UQ\QN

-5

Promien okrggu jest rowny 3, gdyz r’=9,a odlegtos¢ |SP| =5. Wykorzystujac twierdzenie
Pitagorasa mozemy obliczy¢ odlegltos¢ |PQ| :

2
s

IPQ|" +|sQ|" =|sP

PQ[ +3* =5,
PQ[ =5*-3" =16,
|PQ|=4.
Zauwazmy, ze kat, jaki tworzy prosta | z osia Ox, jest taki sam, jak kat, jaki ta prosta tworzy

z prosta Y =—4. Jest on rowny 90°— 4, ale kat  ma miar¢ 90° — « . Zatem kat migdzy

prosta | oraz narysowang prosta pozioma ma miarg « . Jest to jednoczes$nie kat nachylenia
prostej | do osi Ox. Tangens tego kata jest rowny wspotczynnikowi kierunkowemu prostej .

Ale tangens tego kata mozemy tatwo obliczy¢ z trojkata PQS

Poniewaz prosta | przechodzi przez punkt P =(0, —4) , Wigc wyraz wolny w rOwnaniu prostej

| jest rowny —4. Rownanie prostej | ma zatem postaé
4

y=—Xx-4.
3

Odpowiedz: Rownanie prostej | ma postaé y = % X—4.
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Zadanie 5.  (Informator maturalny, s. 48, zadanie 32)

W ostrostupie prawidtowym czworokatnym krawedz podstawy ma dtugos¢ a, zas miara kata
miedzy dwiema sasiednimi §cianami bocznymi jest rowna « . Oblicz objetos¢ tego
ostrostupa.

Rozwiazanie

Sporzadzmy najpierw rysunek tego ostrostupa i zaznaczmy na nim kat migdzy dwiema

sasiednimi $cianami bocznymi.

Poniewaz mamy dana dtugos¢ krawedzi podstawy, wigc aby obliczy¢ objetosé ostrostupa
musimy obliczy¢ jego wysoko$¢. Do tego sprowadza si¢ nasze zadanie.
Trojkat BDE jest rownoramienny, a odcinek OE jest jego wysokoscia opuszczona na

podstawe BD. Odcinek BD to przekatna kwadratu o boku dtugosci a, wigc

BD|=av2, a stad OB :%|BD| :#.
Z trgjkata prostokatnego BOE mozemy zapisac
o |08 ¢
tg—=—t=_2_
2 |OE| |OE]|

Stad obliczamy dlugos¢ odcinka OE

_[0B]_ = _av2
|OE| tg? 2tge’
WezZmy teraz pod uwagg trdjkat COS. Jest on prostokatny. Odcinek OE jest w nim

[OE|

wysokoscia opuszczong na przeciwprostokatna CS. Zauwazmy, ze trojkaty COS i CEO sa
podobne, gdyz oba sa prostokatne i maja wspolny kat ostry przy wierzchotku C. Stad

otrzymujemy proporcje
SO| [oE] . H i
—r=t—, czyli —=—=%,
loc|  |EC 2 |EC
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z ktorej obliczymy wysoko$¢ ostrostupa. Wezesniej jednak musimy obliczy¢ dtugos¢ odcinka

EC. T¢ z kolei obliczymy z twierdzenia Pitagorasa w trdjkacie CEO.

2 2
oC[ =|0E[ +|EC[ czyli (a‘f] :[ a‘/i] +|EC[".

2tg %
Stad
2 2 5
o[22 (2] _ Pl 1) _ad ey
2 2tg 4 4 tg” s ) 2tg4

Teraz obliczamy wysokos$¢ ostrostupa
a2 a2 o
t a

H = 2 oge _ a
[EC| tg’e-1 ~2\tg’¢-
Mozemy wreszcie obliczy¢ objetos¢ ostrostupa

volaen-ly 8 a

3 37 L2ftg el 32 figte1
a3

Odpowiedz: Objetos¢ ostrostupa jest rtowna ————.
324 tg* 2 -1

Zadanie 6.  (Informator maturalny, s. 92, zadanie 106)

3

Udowodnij, ze jesli

a) X, Y sa liczbami rzeczywistymi, to X* +y* > 2Xy,

b) X, YV, z sa liczbami rzeczywistymi takimi, ze X+y+2z=1to X’ +y’ +2* > 3
Rozwiazanie

Udowodnienie czg$ci a) jest bardzo proste. Wystarczy zauwazy¢, ze nierownos¢
. ’ . . , ;e . , ;. 2
X’ +y? >2xy jest rownowazna nierownosci X* —2xy +y* >0, a ta nierownosci (Xx—y) >0,

ktora jest prawdziwa dla dowolnych liczb rzeczywistych X,y (kwadrat dowolnej liczby
rzeczywistej jest nieujemny).
W dowodzie czgsci b) wykorzystamy udowodniona przed chwila nier6wnos¢.

1=1> =(x+ y+z)2 =X’ +2x(y+z)+(y+z)2 =X+ 2XY+2XZ+ Y 42y + 77 =

=X Y 22Xy +2XZ+2Y7
Z udowodnionej wczesniej nierdwnosci mamy
2XY < XP+ Yy i2xz<xP 477 i2yz<y*+17%,

wigc

XA Y+ +2XY+2X2 42y <X+ Y + 77 +(x2 + y2)+(x2 +22)+(y2 +22):

=3X" +3y* +32° =3(X’ + Y’ + 2°).

Wykazali$my zatem, ze 3(X2 +y + Zz) >1,czyli X¥>+y*+2°2> %

Co konczy dowdd.
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Warto zauwazy¢, ze znacznie szybciej udowodnimy t¢ nierownos$¢ wykorzystujac nier6wnosé
migdzy $rednig arytmetyczna liczb X, Y, z, a ich §rednig kwadratowa. Z tego twierdzenia

wynika, ze dla dowolnych liczb rzeczywistych prawdziwa jest nierowno$¢

X+y+z _ /x2+y2+z2
3 3 '

Poniewaz z zatozenia wiemy, ze X+ Y+ z =1, wigc dostajemy

Obie strony tej nierdwnosci sa nieujemne, wigc podnoszac je do kwadratu uzyskujemy

nierownos¢ rownowazna

czyli X*+y>+17° 2%.
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Zadanie 9. Rozwiazanie
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stozka. Wowczas objetosc¢ kuli jest rowna V, = %ﬂRﬂ a jej pole powierzchni P, = 47R*.

Objetos¢ stozka jest rowna V, = %nrz -h, apole podstawy P., = zr®. Poniewaz h = 1 ,

wige V, = %ﬂrz -%r = %ﬂﬁ . Z rbwnosci objetosci %7”'3 = %ﬂ'R3 otrzymujemy r’ =8R”,

czyli r=2R.Stad P, = zr’ = 7(2R)’ = 4zR* = P,..
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